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Charakteristika opakujici ho se pohybu

Za kmitani télesa povazujeme jeho pravidelné se opakujici nepreruseny pohyb mezi
dvema polohami. Tento pohyb vznika od soustavné silové nerovnovahy piisobici na
teleso. V Technické praxi byva tato silova nerovnovdaha obvykle zpiisobena mezi
plisobenim vnéjsich sil na téleso a elastickymi deformacemi télesa nebo s nim
spojenych konstrukci. Veétsina technickych pripadii Ize pripodobnit kmitani kyvadla,
kmitani télesa spojené s pruzinou (kmitani pruziny) a kmitani télesa spojené s torzni
¢l (tzv. torzni kmitdni). Charakteristickou velicinou kmitavého pohybu je jeho
frekvence. Kmitani soucasti miize byt hlavni funkci dané soucasti, ale také funkci
nezddoucli.

Silova a energeticka Na Obrazku 1a je kyvadlo na n¢hoz ptsobi tihové zrychleni
bﬂaicev:gll;téni g zachycené v rovnovazné poloze. Abychom vychylili kouli na
' konci kyvného ramena musime prekonat tihovou silu F} silou Fj,.
Takze v okamziku /=0 plati rovnost F,. Tihovou silu lze v
potencialnim gravitatnim poli vypocitat pomoci linearni Rovnice
1b. Po odstranéni sily F|, se koule za¢ne pohybovat po kruznici
z polohy-0, pfitom se bude snizovat jeho potencialni energie £, a
zvySovat kinetickd energie E,. V nejnizSim bod¢ pohybu bude
jeho E, nejmensi a £ a tedy 1 rychlost nejvétsi. Setrvacnosti se
bude téleso pohybovat dale a jeho vyska nad povrchem se bude
zvySovat. Soucasné poroste jeho E, a bude klesat E, az do
okamziku, kdy se zastavi na protéjsi stran¢ a jeho £,=0, 6=-6,. Z
této polohy dojde opét k pohybu ale opaénym smérem. Tento
kyvavy pohyb se bude opakovat tak dlouho, pokud né&jaka tlumici
sila (tfeci sila, odporova od proudéni okolniho vzduchu...) téleso
postupné nezastavi (neutlumi).

- 1: _ @) \;\- \

(b) Fop=m-g

TSN
N
m [kg] hmotnost t&lesa; ¢ [s] Cas; g [m-?] gravitani zrychleni; F, vné&jsi sila
pusobici na téleso v Case =0 s (zatéZujici sila); F, [N] tiha télesa; 0 [rad] uhel;

Vv

x [m] poloha t&zisté télesa.
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Silova a energeticka
bilance kmitani
pruziny

Silovéa a energeticka
bilance torzniho
kmitani

Na Obrézku 2a je zndzornéno téleso o hmotnosti m spojené s
pruzinou, na které ve sméru osy pruziny pusobi zat&€zujici sila F,
tak, Ze pruzinu natahuje o délku 2-Ax. V tomto okamziku /=0 s je
téleso s pruzinou v klidu, protoze nastala silova rovnovaha mezi
silou F, a silou od elastické deformace pruziny F,. Po
odstranéni sily F, zaCne sila F,, zpisobovat zkracovani pruZiny.
Pii1 tomto dé&ji postupné poroste kinetickd energie té€lesa £, na
ukor energie elastické deformace pruziny (jednd se o energii
spotfebovanou pro prodlouzeni pruziny o délku Ax). Po dosazeni
polohy 0 (£,=0 N) se situace otoc¢i a pruZina se zacne stlacovat.
Pro stlaeni pruziny je potfeba energie, o kterou se sniZi
kinetick4 energie télesa E,. Odtud pohyb télesa bude zpomalovat
az na do uplného zastaveni v poloze -Ax. Z této polohy dojde
opét k pohybu ale opacnym smérem. Tento kmitavy pohyb se
bude opakovat tak dlouho, dokud né&jaka tlumici sila (odporova
od proudéni okolniho vzduchu, tfeni vnitini struktury materialu
pruZiny...) téleso nezastavi v klidové poloze z,.

(a)

(b)F =k- Al

\ '\ \,
\l\
F, [N] sila elastické deformace (predpoklad platnostl Hookeova zakona pro
linearni deformaci); K [N'-m'] tuhost pruziny v tahu.

Na Obrazku 3a je zndzornén disk o hmotnosti m pripevnény
k torzni tyCi. Tento disk je silou F, pusobici na rameni o délce r
otocen kolem své osy o uhel 6,. Proti t€ sila plisobi moment sil
T, od elastické deformace zkrouceni torzni tyCe. Po odstranéni
sily F, se zacne ty¢ vracet zpét do polohy 6=0° se zvySuji
uhlovou rychlosti otd€eni @ a tedy 1 se zvySujici se kinetickou
energii disku £} na tyCi zavéSeného. £, disku se zvySuje na ukor
elastické deformace torzni tyCe v krutu (jednd se o energii
spotfebovanou pro zkrouceni tyce o uhel 6,). Po dosaZeni bodu
6=0 se situace otoCi, a ty¢ se opct zaCne kroutit tentokrat v
disledku setrvacnych sil hmoty disku do zapornych uhli
zkrouceni. Pro zkrouceni tyCe je potifeba energie, o kterou se
snizi kinetickd energie disku E,. Odtud rotace disku bude
zpomalovat az do zastaveni v poloze -6, Z této polohy dojde
opét k rotaci disku ale opacnym smérem. Tento kmitavy pohyb se
bude opakovat tak dlouho, dokud né&jaka tlumici sila (odporova
od proudéni okolniho vzduchu, tieni vnitini struktury materidlu
torzni tyce...) disk nezastavi v klidové poloze 6=0°.
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(@) PN

g ]

: 1:_. | (B) Fyr=Ty=kq 6,

ky[N'mrad']tuhost konstrukce v krutu; 7 [N-m] kroutici moment.

Volny harmonicky U vétSiny kmitavého pohybu lze zaznamenat postupné
pohyb a vliv tlumicich -« kazdé kovAni. pficems idealni kmitavy hvb
a zesilujicichsil  2MENY v kazdém opakovani, pficemz idedlni kmitavy pohyb se
nazyva volny harmonicky pohyb. Tlumici sily zminéné v
piedchozich tfech ptipadech kmitani disipuji kinetickou energii
téles tak, ze se transformuje na vnitini tepelnou energii
okoli. Opakem sil tlumicich jsou sily zesilujici kmitavy pohyb.
Oba druhy sil mohou ménit jak wvychylky, tak frekvenci

kmitavého pohybu.

Frekvence kmitani pii Ptiklady na Obrazcich 1, 2, 3 pfedstavuji tzv. kmitani s

harmonickych . . v . v . .
knitech jednim stupném volnosti, protoze pohyb je pouze v jednom

sméru. Soucasné se jednd o volné kmity, protoze od okamziku
=0 nepulsobi na télesa zadnad vnéjsi sila (pouze hmotnostni, které
nelze ovlivnit). Bez disipace energie by se jednalo i harmonické
kmity, to znamend, Ze doba jednoho kmitu, kterou nazyvame
periodou, je stala, viz Obrazek 4.

- 4: — g} (b)

0- r o \w t
1 b

(€) f=+

; T
(a) volné harmonické kmitani pruziny; (b) volné harmonické kmitani torzni tyce;
(c) vzorec pro frekvenci harmonickych kmiti. £ [s"], [Hz] frekvence kmitéani; ¢ [s]

Vv v

Volné harmonické kmity s jednim stupném volnosti

Harmonické neboli staciondrniho kmitani téZiste je zdkladnim zjednodusenym
modelem kmitani tuhych téles, protoze je obvykle dobre resitelné a Ize ho pouZzit i pri
obvykle predpokladame koncentraci hmoty reseného télesa do jednoho pripadné vice
diskrétnich bodu (teziste), kmitavé pohyby v jednotlivych smérech uvazujeme jako na
sobé nezavisle (FeSime kmitani v kazdém sméru jako kmitani s jednim stupneém
volnosti).
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Soucet jednotlivych
energii kmitavého
pohybu je neménny

Nalezeni vzorct pro
vySetfované druhy
energii jako funkce

Vv v

Reseni diferencialni
rovnice kmitavého
pohybu pomoci
okrajovych a
pocatecnich podminek

K vyfeSeni volnych harmonickych kmitli s jednim stupném
volnosti obvykle sta¢i rovnice pro energetické nebo silové
rovnovahy. Pro sestaveni rovnice energetické rovnovahy musime
nejprve védét jaké energie se pii kmitavém pohybu transformuyji
mezi sebou, pfiCemzZ jejich soucet musi zlstat v jakékoli fazy
kmitu konstantni a roven energetickému obsahu vySetfované¢ho
systétmu v Case =0, tedy E,. Rovnice 5 je rovnice energetické
rovnovahy pro piipady kmitli zobrazené na Obrdzku 1. Mimo
kinetické potencidlni a energie deformacni miize kmitavy pohyb
ovlivitovat i energie vnitfni tepelna a tlakova, viz Uloha
500.

By E ;TE;=EgyTE  TE, =E,
E [J] energie. Index , oznacuje energii kinetickou, index , energie potencialni od
tihovych sil, index , energie od elastickych deformaci v télese (energie potiebna k
tvarovému pietvoreni télesa).

Vzorce pro vypocet jednotlivych energii jako funkce polohy
lze ziskat z fyzikalnich tabulek (pro zdkladni ptipady) nebo
odvodit z definic jednotlivych energii aplikovanych na
vySettovany ptipad, viz Vzorce 6.

(@ (b) 5
_1 2 . _dx E-:lj. 2 -4 _dé
EK-'Zm V<. ¥V it XT3 w: i[?' m, @ dt
, _1 2
Eﬂzék - Eq=>ky"

Ey=g-m-x=Fy-x
(a) ptimocary posuvny pohyb télesa (proménna je vzdalenost na ose-x); (b) rotacni
pohyb télesa (proménna je obvodovy thel-0).
J [kg'm?] moment setrvacnosti télesa; ¥ [m-s™] rychlost; x [m] piislusna proménna
pro dany smér pohybu; o [rad-s™] tthlova rychlost.

Kombinaci rovnice energetické rovnovahy vySetfované
kmitajici soustavy (napf. Rovnice 5) a rovnic pro jednotlivé
energie (napf. napf. Rovnice 6) obvykle ziskdme obycejnou
diferencidlni rovnici. Tuto rovnici je obvykle mozné snadno
vytesit pro vybrané okrajové a pocatecni podminky. Naptiklad
pro piipady kmitani kyvadla, pruziny a torzni ty¢e na Obrdzku 1
lze timto zplsobem odvodit Rovnice 7 popisujici frekvenci
kmitani pro tyto jednoltivé piipada.

@/=3-& ®)f =5\ © f=5 %

(a) frekvence kmitani kyvadla; (b) frekvence kmitani pruziny; (c) frekvence
torzniho kmitani. Vypocet je proveden v Ptiloze 2.




KMITANI

strana 4.7

Praktické aplikace
zakladnich rovnic
harmonického kmitani

- Uloha 1: -

vvvvv

Velmi Casto lze dals§i piipady (naptiklad slozitéjsi
konstrukce) redukovat na na jeden ze tti predchozich ptipadu tak,
ze se vypocita jejich tuhost (délkova ¢i uhlova) nésledné se
dosadi do jedné ze tii Rovnic 7, viz Uloha 1. Navic kmitani
nemusi byt zaloZeno na stifidavé deformaci tuhych téles jako jsou
pruziny a torzni tyCe ale kmitdni mlze vyvolat i komprese a
expanze tekutiny.

Vypocitejte vlastni harmonické frekvence soustav tvofené
konstrukci a hmotnymi télesy uvedenych na obrdzku. V ptipadé
(a) povazujte hmotnost nosniku za nevyznamnou; v piipade (b)
povaZzujte hmotnost a deformaci v tahu nosnikt za nevyznamnou
a pocitejte periodu pouze bocnich kmitii; vptipadech (c-e)
uvazujte pouze namahani krutem; v ptipad¢ (f) jsou pruzné pouze
pruziny 1 a 2. V ptipadé¢ piipadu (f) vypocitejte 1 vlastni
frekvenci soustavy, jestlize d,=d,=7,6 cm, J=11,5 kg'm*, G=84
GPa (modul pruzZnosti ve smyku), r/r,=0,5. Zadani je

inspirovano ulohami v [Tymosenko, 1960].
Reseni ulohy je uvedeno v Piiloze 1.

o
- l
'»‘_. . m =
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' N [ 4

- L T—_fm ' i ’ II ‘ a 2 {f_i dy
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m
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z—m————E
- I n > 2 = .
(d) | A7

(a) téleso umisténé na nosniku, ktery se prohyba; (b) téleso umisténé na konstrukei,

ktera se mize pohybovat ve sméru osy-x; (c) kotou¢ pfipevnény na torzni tyci s

proménlivym prafezem; (d) dva kotouce umisténé na spolecné torzni ty¢i; (e) dva

kotouce na htidelich propojené ozubenymi koly; (f) métic vychylek (vibrograf). F

[N] zatéZujici (pocatecni) sila; 7, [N-m] zat¢Zujici (poc¢atecni) kroutici moment; /
[m*] moment setrvacnosti priifezu daného nosniku.
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Kritické frekvence
konstrukeci

Volné¢ harmonické kmitani konstrukce je obvykle velmi
blizko redlnym kritickym frekvencim. Kritické frekvence jsou
takové frekvence, zmén sil piisobici ve vySetroném sméru, pfi
kterych bude vychylka neustdle pii kazdém cyklu nartistat, az
deformace konstrukce dosdhne kritickych mezi.
To znamend, Ze konstrukce se poSkodi nebo piestane plnit sviyj
ucel. Historie znd mnoho ptipada selhani konstrukce, tim, Ze byla
zatéZovana 1 velmi malou silou ale s kritickou frekvenci — velmi
znamé jsou katastrofy zficeni mostl i s obéti na Zivotech.

Volné harmonické kmitani priénych nosniki a rotoru

Specialnim ale velmi frekventované resenym pripadem volného harmonického
kmitani jsou pricné nosniky a rotujici hridele. Tyto problémy jsou v ramci jedné
kapitoly, protoze vysledné vzorce plati pro oba pripady.

Harmonickeé frekvence
pti¢nych nosnikl
zatizené vice biemeny

Kritické frekvence
h¥idela, respektive
Lavalova rotoru

Jednoduchy ptipad pii€ného nosniku zatizen¢ho v jednom
misté je uz feSen v ramci Ulohy 1 na tomto zakladé lze odvodit
frekvenci volnych harmonickych kmitd pti¢ného nosniku
zatizeného v n€kolika mistech. V ptipadech, kdy na konstrukci je
vice téles byt stejné hmotnych zalezi jejich vliv na kmitani podle
toho, kde se nalézaji, respektive na deformaci v daném misté, viz
Obrazek 8, pticemz si v§imnéte, Ze harmonickd frekvence zavisi
na poctu bfemen a jejich hmotnosti, coz plati i pro mostni
konstrukce.

(a) schéma deformace ptfi¢ného nosniku zatizeného tfema bfemeny; (b) rovnice pro
harmonické frekvence ptri¢ného nosniku zatizeného n-bfemeny. Odvozeni rovnice
je provedeno v Piiloze 3.

Lze dokazat, Ze rovnice pro kritickou frekvenci hiidele ma
stejny tvar jako Rovnice 8 [TymoSenko, 1960, s. 34]. Bfemena v
takovém piipadé predstavuji nevyvazky podél osy (tzv. Lavaliv
rotor). To znamena, Ze t&zist€ jednotlivych bfemen jsou v misté
excentricity, viz Obrdzek 9. U realnych hiideli uloZzenych v
hydrodynamickych loZiscich je ovSem nutné pocitat s vyraznym
vlivem tlumeni v loZiskdch na vyslednou kritickou frekvenci
[Gasch and Pfiitzner, 1980].
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e [m] excentricita.
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