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Proc¢ rozumét matematice a kdy toho vyuzit v bézné technické
praxi

Aktivni znalost
matematiky

Matematika
Zadani

Vysledek
Balisticky pocitac¢
Podobnost

Postup
Zadani

Vysledek

Mize se zdat, ze v bézné technické praxi v soucasném
digitdlnim véku a masového pouzivani vypocetni techniky jako
by vymizela potieba aktivni znalosti matematiky, respektive
znalosti matematickych vzorcli a metod. Vyvoj softwaru pokrocil
tak daleko, ze sta¢i védét "co", ale nikoliv uz "jak". Byla ta
nckolikaletd vyuka matematiky vibce k néfemu? Vyuziji to
nckdy? Na tyto otdzky se pokusim v této kapitole odpovedét.

Matematiku v béZzné technické praxi pouzivame jako
abstraktniho ndastroje pro zpracovéani informaci (zadani) za
ucelem jejich uspotfddani podle pozadovanych pravidel, ale
Castéji je nastrojem pro zpracovani zadanych informaci takovym
zpusobem, abychom ziskali konkrétni specialni informaci, kterou
z prostych zadanych informaci nelze lidskymi smysly na prvni
pohled vycist, nicméné ji nutné pottebujeme ke splnéni néjakého
ukolu. Bézné se tato specialni informace nazyva vysledkem.
Ptikladem vztahu zadani a vysledku je vypocet naméru a odméru
déla pomoci balistického pocitace tohoto déla. Zadanim v tomto
pfipad€ je poloha déla, poloha cile, parametry vzduchu, stav
pocasi, stav d¢la (pocet vystiell, teplota...), parametry naboje atd.
Vysledkem jsou prakticky jen dvé ¢isla pro namér a odmér
(Obréazek 1), z nichz zadané parametry nelze zpétné odvodit.
Soucasné ze zaddni nelze prostymi smysly ndmér a odmér piesné
stanovit, pouze zkuSend obsluha by na zaklad€¢ podobnosti s
pfedchozimi vystfely byla schopna ndmér a odmér prostymi
smysly odhadnout.

o [°] ndmeér; B [°] odmeér.
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Pfi matematickém postupu zpracovani zadani nevznikaji
z4dné nové informace, coz znamend, ze matematiky je v jistém
smyslu jakysi pfevodnik zadanych informaci do pozadované
"uzitetné¢" podoby [Gecsei et al, 1964, s. 21], [Mares,
2006, s. 42]. To znamena, ze uz v samotné zadani je vysledek
skryt. A zde je prvni jsou prvni zmény, které pfindsi digitalni veék
pii zpracovani zadani do podoby vysledku. Pti zpracovani zadani
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Predstavivost
Studium

Rychlé a ptiblizné
vypolty

Kontrolni vypocet

Enrico Fermi

Déj

Stres

Vypadek
Ptevodni pravitka
Nomogramy

postupoval vypocCtat iteracné, tj. postupné objevoval cesty pro
vypocet a 1 dodatecné stanovoval udaje, kterymi bylo nutné
doplnit zadani, aby ziskal pozadovany vysledek. V digitalnim
prace, respektive uz uplné na zacatku musi mit velice podrobné
zadani, aby se dostal ke spravnému vysledku. A toho nedoséhne
pokud nebu znat co je za digitdlnim vypoctem skryto za postup.
Neni nic nového na konstatovani, ze kvalita vysldku odpovida
kvalité¢ zadani, pravé v tom se budou lisit vysledky vypoctari,
ktefi rozuméji matematice od téch, které ji nerozuméji. Nicméné,
po studiu matematiky diky pfistupnosti vykonnych vypoctovych
programi jiz '"matematické pfevody" manudlné pouzivat
nebudete. Bézni inzenyrské praxi lze opatrné podotknout, ze je
to, Ze to fesitelné je.

Pro inZenyra je typické, Ze je schopen si pod rovnicemi néco
konkrétniho predstavit a to co si lze piedstavit na to lze
odpovédét piimo, bez slozitého abstraktniho pocitani [Gowers,
2006]. Plati to i obracen¢ studium matematiky zvysSuje schopnost
predstavovat si i velmi slozité procesy. Matematika je také hlavni
prostiedek pfi studiu technickych obort, bez které by nebylo
mozn¢ vysveétlit prirodni zakonitosti, ze kterych inZenyr vychazi
pii1 navrhu a realizaci svych dél.

Rychlé ptiblizné vypocty se délaji obvykle bez elektroniky.
Napftiklad pomoci poc€itani z paméti, pomoci tuzky a papiru nebo
pomoci predem piipravenych jinych vypocetnich pomitcek.
Ptedevsim kontrolni vypocty je dobré provadét jinym nastrojem
neZz byl proveden kontrolovany vypocet, kvili tzv. "autorské
slepot¢" a opakovanym piekleplm s tim, Ze postacuje
zkontrolovat, jestli se pfiblizny vysledek blizi pfesnému vypoctu.
Rychlé vypocty technici oceni také pii praci v terénu pro ziskani
rychlé orientace v problému. Obcas uz 1 piiblizny vypocet
umoznuje realizaci konkrétniho dila a dostate¢nou predikci jeho
vlastnosti. Ostatné ptiblizné fadové presné vypocty jako nastroj k
pochopeni déje prosazoval v USA uz Enrico Fermi [Miodownik,
2016, s. 183]. To se potvrdilo 1 pii vyvoji atomovych bomb, kdy
ncktefi védci byly schopni délat velmi piesné predpovédi
vysledkil numerickych vypocti, které trvaly 1 n€kolik mésict, ale
pfitom bylo potfeba ucinit zdvazné rozhodnuti hned [Jungk,
1965, s. 230].

Aktivni znalosti matematiky jsou nezbytnou soucasti téch
profesi, pfi kterych jsou sice vyuZivany pocitace, ale v piipadé
jejich vypadku je ohrozena bezpeCnost lidi nebo Uymy na
majetku. Takové situace navic byvaji obvykle soucasné dosti
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Technicka matematika

stresujici, takze je nutné byt pro tyto situace specialn¢ Skolen
vCetn¢ Skoleni v pouziti jednoduchych vypocetnich pomucek,
jako kalkulacky a pfevodnikova pravitka ¢i nomogramy.
Napftiklad v ptipadé¢ vypadku balistického pocitace vySe musi
obsluha, pomoci jednoduchych pfedem ptipravenych pravitek a
nomogramt, provést alespon piiblizné vypocty.

Clanek Technicka matematika neni souhrn matematickych
metod a dikazl jejich platnosti, ale spiSe se zaméfuji na
konkrétni nastroje pro kontrolni a rychlé vypocty a technickou
interpretaci matematickych vzroci a metod vcetné uvedeni
piikladii. Také se omezuji pouze na to, Ze technické ulohy
v prostoru maji pouze tfi rozméry a pii nestacionarnich tlohach
je ¢tvrtym rozmérem cas.

Jak lze pocitanim objevit nova Cisla

Pfirozena ¢isla

Zaporna Cisla

Racionalni ¢isla

Iracionalni ¢isla

Pouze skrz pochopeni toho co jednotliva Cisla vyjadiuji, 1ze
spravné interpretovat vysledky a pochopit vztah mezi geometrii a
algebrou neboli analytickou geometrii, jejiz pochopeni je pro
technika naprosto kli¢ove.

Zakladnim stavebnim kamenem c¢isel jsou pfirozena cisla
jako 1, 2, 3, 4..., které maji pfimou souvislost s fyzickym svétem
pii oznacovani mnozstvi (tfi jablka, sedm dni...). AZ pouZivanim
matematickych operacich (sCitani, odc¢itani, nasobeni, d¢leni)
s piirozenymi Cisly byla objevena Ccisla dal$i, nejprve jako
mezivysledky a pozd¢ji nasla uplatnéni i jako konecné vysledky.

Pti odcitani ptfedeslych typll Cisel byla objevena Cisla
zaporna (nejprve pouzivana pouze jako mezivysledky) naptiklad
2-4=-2. A proto musela vzniknout pravidla, jak s takovymi ¢isly
pocitat, naptiklad bylo zavedeno, Ze nasobenim dvou zapornych
¢isel vyjde Cislo kladné, to je jedno z pravidel aritmetiky. Kdyby
tomu tak nebylo a pravidlo by znélo naptiklad tak, Ze ndsobenim
dvou zapornych c¢isel vyjde Cislo zaporné, musela by byt
aritmeticka pravidla zvIast’ pro kladna a zdporna Cisla [Stewart,

Ptimou souvislost s fyzickym svétem maji 1 Cisla racionélni.
Jedna se o Cisla vznikla podilem dvou pfirozenych Ccisel
(naptiklad polovina jablka 1/2=0,5). Vysledkem operace dé€leni
nemusi byt, a Casto ani nebyva, celé Cislo, ale Cislo desetinné,
pficemZ pied 1 za desetinou Carkou muize byt libovolny ale
koneény pocet Cisel.

Na prvni pohled se zda, Ze jakékoliv piirozené Eislo 1ze délit
nekoneCnym poctem jinych ptirozenych ¢isel, a tak by bylo
mozn¢ vyjadfit jakékoliv desetinné Cislo, le¢ neni tomu tak. Lze
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celkem jednoduse dokézat, Ze napiiklad &islo V2= 2,4142... nelze
vyjadfit podilem dvou ptirozenych ¢isel (jednoduché dikazy, Ze
toto Cislo nelze vyjadfit jako zlomek pfirozenych cisel jsou
uvedeny v knihach Jazyk matematiky a Matematické dukazy
[Devlin, 2003, s. 31] a [Thiele, 1985, s. 113]). Cisla, ktera nelze
takovym podilem vyjadiit se nazyvaji iracionalni Cisla.

Redlnd ¢isla Predstavené typy &isel (pfirozend, zapornd, iraciondlni,

Nula racionalni) jsou souhrnn¢é nazyvana jako Cisla redlnd, a hranice
mezi kladnymi a zdpornymi cisly je nula — pii pocitdni ma
vyznam jako nic [Mazur, 2017, s. 92], prazdno apod. a neni to
redlné cCislo (proto ndsobeni nulou je nula a déleni nulou je
nesmysl [Robinson, 2008, s. 39]). Nékdy se uvadi pii déleni
nulou jako vysledek nekone¢no (znak o), ale to jen ve
specidlnich ptfipadech, protoze obracend operace déleni je
nasobeni a pii nasobeni nekonecna nulou je vysledek opét nula a
ne pivodni délenec, vice v knize Kabinet matematickych kuriozit
profesora Stewarta [Stewart, 2013, s. 93].

Osa redlnych &isel Realna &isla a nulu lze znazornit i graficky pomoci osy, na
které jsou sefazena Cisla vzestupné zleva doprava, piicemz
vzdalenosti mezi nimi jsou stejné, podle toho jak rozmeéroveé
velkou osu chceme vytvofit, viz Obrazek 2.

2:
-2 2 7 2
L 3 Y
-3 -2 -1 ] 1 2 3 4

Mnozstvi vyznacenych stupnic mezi dvéma piirozenymi Cisly oznacujici dekadicka
racionalni c¢isla 1/10, 1/100... (zde vyznacena pouze 1/10) je déna pouze
rozliSenim, tj. vzdalenosti pfirozenych ¢isel. Iracionalni a néktera racionalni cisla
nelze na ose realnych Cisel nikdy piesné zakreslit (mohou mit nekone¢né mnoho
desetinnych mist), pouze lze jejich polohu zpfesiiovat vycislenim jejich velikosti na
co nejvice desetinnych mist. Sipka na pravé strané oznaduje smér ristu kladnych
Cisel.

Postupem cCasu se zacCaly objevovat ve vysledcich
Imagindmi jednotka  matematicky dvojélen ve tvaru a+-b\(-1). V(-1) neni to samé jako

Gaussova rovina V1, protoze 1> i -1? je 1. Nula to byt nemiiZe, ta je jen jedna a
Leonhard Euler znamena nic. Soucasné se jedna o jedno &islo, o kterém nevime
Komplexni ¢islo mezi jakymi dvéma ¢&isly by se mohlo na realné ose ¢isel

Matematicky dvojélen  nachazet. To znamend, Ze kdyZ toto neidentifikovatelné &islo
vyndsobime nebo k nému dalsi ¢islo ptficteme, tak stale vysledek
nemuze lezet na redlné ose. Takze se jedna o nové Cislo, které
nelezi na ose realnych Cisel a pro lepsi predstavivost jsme kvili
nému zacali pouzivat zcela novy systém os, abychom je mohli
zapisovat, ktery nazyvdme Gaussovou rovinnou, Vviz niZe.
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Soucasné byl zaveden Leonhardem Eulerem pojem imaginarni
jednotka i [Devlin, 2003, s. 138], ktera je kratkym symbolem pro
vyraz V(-1), takZe uvedeny matematicky dvojélen by Sel zapsat
ve tvaru axi‘b a nazyvame ho komplexnim c¢islem.
S komplexnim ¢islem se pracuje jako s matematickym
2003, s. 9] a je potieba si dat pozor i1 na soudin i-i, ktery nemuze
byt roven 1, protoZe to uz je redlné Cislo. Komplexni Cislo je Cisté
abstraktni veli¢ina — je to produkt matematickych pravidel.

Kgmpggi‘encihémo ve Vysledky ve tvaru komplexnich ¢&isel se poprvé zadaly

P objevovat pii feSeni kvadratickych rovnic a pozd¢ji i jako feSeni
diferencidlnich rovnic. Takovy vysledek se da interpretovat vice
zpusoby (pokud se nejednd o mezivysledek, se kterym se dale
pracuje). Vzdy zaleZi na spojitosti s vypoctem, respektive co je
vlastné pocitano.

Gaussova rovina Gaussova rovina je tvofena dvéma vzajemné kolmymi
osami, proto ji také nazyvame i rovinou komplexnich ¢isel. Na
vodorovnou vynasime hodnoty a, ktera ma stejné vlastnosti jako
osa realnych ¢isel — obsahuje i nulu. Nulou prochdzi osa Cisel b,
ktera ma také vlastnosti osy redlnych ¢isel a je kolma k ose Cisel
a. Komplexni ¢isla se v takovém systému zakresluji tak, jak je
znazornéno na Obrazku 3.

3 i-bh Bod P je komplexni &islo
1 2-1-1,4 znazornéné \%
i2 = Gaussové roving.
e ——
i1 ==
0 == 1 y2

|
i

r
i
—
Y
1,
—

L,
(%]

Pti praci v roviné se v odborné literatufe velmi casto pouziva
algebra komplexnich Cisel (kde osa x je osou parametri b a osa y
osou parametri a komplexniho Cisla), ktera defacto popisuje
operace v roviné — zdliraziiuji, Ze se vyuziva pouze algebra, takze
ve skute¢nosti se nejedna o praci s komplexnimi Cisly, ale Cisly
redlnymi. Komplexni ¢islo vétSinou neni v technické praxi
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Kvaterniony a
oktoniony

piijatelny vysledek a musi se umét spravné interpretovat co by to
mohlo znamenat pro postup vypoctu nebo popisovany d¢;.

Mimo zminéna Cisla existuji jesté cisla nazyvana
kvaterniony a oktoniony [MARES, 2008], ale ty se v b&Zné
technické praxi uz nevyskytuji.

Zaokrouhlovani

Pravidla
zaokrouhlovani

Dvouciferné
zaokrouhlovani

Zaokrouhlovani v
technice

Mezi zékladni problémy rychlych a ptibliznych vypocth
patii zaokrouhlovani. V soucasné dobé& diky pocita¢im neni
problém pracovat s Cisly, které maji velky pocet desetinnych
mist. Takova Cisla jsou matematicky sice velmi presnd, ale v
béznych technickych ptipadech téZzko vyuzitelnd, zvlasté pro
piiblizné a rychlé vypocty je lepsi takova cCisla zaokrouhlovat
(zkracovani ¢isla). Tii zakladni matematickd pravidla
zaokrouhlovani, kterd jisté¢ znate, se daji shrnout do téchto tii
piikladl: 4,335=4,34=4,3, ale pokud se jedna o desetinné Cislo
koncici €islici 5 s ndsledujicimi nulami zaokrouhluje se obvykle
na nejbliz§i sudé Cislo: 4,38500=4,38, 4,37500=4,38
[Dobrovolny and Zd’arek, 1954, s. 32]. Tzn. posledni dvojciferné
¢islo koncici Cislem 4 a menSim se zaokrouhluje smérem dold,
posledni dvojciferné ¢islo koncici Cislem 6 a vySSim se
zaokrouhluje smérem nahoru.

Pro rychlé ptiblizné vypocty se Cisla zaokrouhluji obvykle
pouze na dvouciferné desetinné misto napiiklad: 4335=4,3-10°,
0,004335=4,3-10".

Zaokrouhlovanim se dopoustime jisté chyby. O teorii chyb
bylo napsano spousta knih, ale pro ptiblizné vypocty v technické
praxi Ize doporucit jedno "lidové" pravidlo a to zaokrouhlovat na
stranu bezpecnou. To znamena, Ze pocitdme-li piiblizn¢ nosnost
n¢jaké konstrukce, tak zaokrouhlujeme C¢isla doll. Konecny
vysledek sice bude neptesny, ale s védomim, Ze skute¢na nosnost
bude vyS$i a ne nizS$i. Naopak budeme-li pocitat velikost
zatézujici sily, tak zaokrouhlovdnim vzdy nahoru bude vysledek
nepfesny, ale s védomim, ze skutecna zatézujici sila bude mensi
apod.

Jednoduché rucni vypocty pomoci tuzky a papiru

Poc¢itani "pod sebou"

Scitani a od¢itani

Pokud chceme pocitat bez kalkulacky ¢i pocitace s vétSimi
cisly, pak obvykle pfistupujeme k pocitani "pod sebou" pomoci
tuzky a papiru . Tzv. s¢itdni, odcitani pod sebou souvisi se
zavedenim pozi¢niho systému zapisu arabskych &isel [MARES,
2008], [Struik, 1963], ktery se do zapadni Evropy dostal pomoci
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Muhamad ibn Musa al-
Chwarizmi

Nasobeni a déleni

spisti perského u¢ence Muhamad ibn Musa al-Chwarizmi (780-
850) [MARES, 2008], [Struik, 1963]. V takovém piipadé stali
napsat Cisla pod sebe a jednotlivé fady k sob¢ pficitat, respektive
odcitat. Pfipomenuti takového postupu je na Obrazku 4.

i Pfi odcitani vétsiho Cisla

A%Ay

473 :1*5 Fi32:28 od mens$iho je praktictéjsi
+632(8 434§ Jejich pozice prehodit a

rozdil doplnit znaménkem

106 714 1982

vvvvvv

vypoctl z hlavy. Podobné jako pro s¢itani a od¢itani tak 1 pro
nasobeni a dé€leni 1ze provadét metodou "pocitanim pod sebe".
Pfi nasobeni se nasobena Cisla napisi pod sebe podle tadi jako
u sCitdni a postupné se vzajemné nasobi jednotlivé fady Ciniteld,
tyto nasobky se na konci sectou. Pii déleni se hledaji ndsobky
délitele, ktery se postupné odec¢itd od délence. Pfipomenuti
takového postupu je na Obrazku 5.

43 4 6 1346 - 23 =50
6328 1150
34:76:8 86, 8-4+4 8-3+43 8442 Ty "
+86 92 26,24+1,23 24 R
+13.0:3:8 3-8, 3-4+1, 3-3+1, 3-4+1 -115
+2 6:0:7:6 66, 6-4+3, 6342, 6442 81 +3
27 5:0:1:488 12
58+12/23

Konstrukce pravitek a nomogramii pro vypocety vzorci

S¢itani a odecitani
pomoci pravitka
Piesnost

Pfevodnik aditivnich
jednotek

Rychlé zaokrouhlené s¢itani a od¢itani lze provadét pomoci
analogovych pomtcek jako je posuvné pravitko pro sCitdni a
od¢itani. Posuvné pravitko je slozeno ze dvou identickych
posuvnych list s Ciselnou osou, kde jednotlivé stupnice musi byt
od sebe stejn¢ vzdalené (vlastné se jednd o dvé osy redlnych
cisel). Takové pravitko Ize vytvorit naptiklad ze dvou stejnych
pravitek pro rysovani. Jestlize chceme znat hodnotu a+b, pak
prvni pravitko posuneme tak, aby ryska odpovidajici nule méla
naproti rysku odpovidajici hodnoté a, vysledek pak odpovida
rysce na druhém pravitku, kterd ma naproti rysku prvniho
pravitka s hodnotou b. Vzhledem k omezeni viditelnosti stupnice
by pravitko o délce 20 centimetri se stupnici po 0,5 mm bylo
schopno pficitat nebo odcitat Cisla od 1 do 10 s piesnosti na 0,05
a pod.

Takové pravitko, zvySuje piesnost oproti piibliznému
vypoctu "z hlavy" malo a nema prakticky smysl ho pouzivat. Ale
pouziva se jako prevodnik jednotek, pfesnéji pro pievod mezi
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Absolutni teplota dvéma riiznymi jednotkami stejné veli¢iny, které se od sebe lisi
Atmosféricky tlak pouze o né&jakou pfi¢tenou ¢iselnou hodnotu. Napiiklad

280
273,15

Y
\ 110

101,325

Stresova situace

k naméfené teplot€¢ ve stupnich Celsia se musi pficist teplota
absolutni nuly (273,15 °C), pro ziskani teploty absolutni
(Obrazek 6). Dalsi podobny piipad je prace s absolutnim tlakem,
kdy k odectenému tlaku z manometru se musi piicist tlak
atmosféricky (101,325 kPa), pro ziskdni tlaku absolutniho, viz
Obrazek 7 (samoziejmé pro tlaky fadu desitek MPa uz staci
pripocitat jen jednu desetinu a pfevodnik ztraci smysl).

6:
a—@ a’C=(a+2T315)K=hK
20 30 40 50 60 70 a0 90 100

\

290 300 310 320 330 340 350 360 370/
b—p 373,15

Prevodnik jednotek teploty v rozsahu 0 az 100 °C na absolutni teplotu v Kelvinech
a obracené: Na obrazku je vyznacen piipad, kdy teplomér ukazuje 56 °C, pomoci
narysované¢ho pravitka velmi rychle vypocitame, Ze tato teplota odpovida

329,15 K.
7:
a8 —f- a kPa(g) = (a + 101,325) kFa(a) = b kPa(a)
20 30 40 50 60 70 80 a0 100

120 130 140 150 160 170 180 190 2[]'[]'."I
b —m 201,325

Pievodnik pretlaku v rozsahu 0 az 100 kPa(g) na absolutni tlak a obracen¢: Znak
(a) v zavorce oznacuje absolutni tlak, znak (g) oznacuje pretlak (ang. naméreny).

S podobnymi jednoduchymi pfevodniky se mizeme setkat
predev§im v mistech, kde mohou nastat stresujici situace, kdy
obsluha zafizeni nemusi byt schopna ani jednoduchych
matematickych ukont.

Nasobeni a délent Slozit&j$i matematické operace jako je ndsobeni a déleni lze

pomoci pravitka
Logaritmické pravitko

provadét pomoci logaritmického pravitka zaloZzené na
vlastnostech logaritmli, proto si nejprve feknéme néco o
logaritmech. Kazdopadné Objev logaritmi mél na védu dopad
srovnatelny s vynalezem pocitace [Tesarik, 2015].

Logaritmus ¢isla Logaritmy jsou zaloZeny na faktu, e kazdé kladné realné

¢islo x lze vyjadfit umociovanim ve tvaru x=nr’ (zadporna realna
Cisla lze vyjadfit umoctiovanim pomoci algebry komplexnich
cisel).  Logaritmus Cisla je  tak  definovan  jako
log n'=y-log n=y-1, kde n je zdklad umocnovani, respektive
logaritmu a log, n=1.
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Dekadicky logaritmus
Ptirozeny logaritmus

Eulerovo ¢islo

Néasobeni a déleni
pomoci dekadického
logaritmu

Nejcastéji se pouzivaji tzv. dekadické logaritmy, coz je
logaritmus o zadkladu 10, a proto se zkracené oznacuji pouze log.
Ptirozeny logaritmus se oznacuje In (dfive 1g), ten je o zakladu
e=2,71828... (tzv. Eulerovo ¢islo, které souvisi s nekone¢nymi
fadami). V poctu pravdépodobnosti a informatice se také pouziva
logaritmus o zakladu 2, tzn. log,, ktery uz specidlni oznaceni
nema. Logaritmy o rlznych zékladech lze prevadét mezi sebou
pomoci vztahu log, x=(In x)/(In n). Log 0 je v matematice
neurcity vyraz a pokud to lze definuje se jako 0-log 0=0 [Gecsei
et al., 1964, s. 16].

Z vlastnosti logaritmli lze soucin Cisel a a b prevést na
soucet dvou logaritmti takto: a-b=c => log a+log b=log c=C.
Chceme-li zjistit hodnotu c¢. Pro vysledek ¢ pak plati rovnost
c=10°. Podobny pievod lze provést pii déleni &isel a a b: a-b'=c
=> log a-log b=log c=C. Alegebra logaritmi je shrnuta
v [Rektorys et al., 2003, s. 14].

Logaritmy cisel 1 az 100

x logx x logx x logx X log x

1 0 26 1,4150 51 1,7076 76 1,8808
20,3010 27 1,4314 52 11,7160 77 1,8865
3 04771 28 1,4472 53 11,7243 78 1,8921
40,6021 29 1,4624 54 11,7324 79 1,8976
5  0,6990 30 14771 55 1,7404 80 1,9031
6 0,7782 31 1,4914 56 11,7482 81 1,9085
70,8451 32 1,5051 57 11,7559 82 1,9138
g8 10,9031 33 11,5185 58 11,7634 83 1,9191
9 09542 34 1,5315 59 11,7709 84 1,9243
10 1 35 1,5441 60 11,7782 85 1,9294
11 1,0414 36 1,5563 61 1,7853 86 1,9345
12 11,0792 37 11,5682 62 1,7924 87 1,9395
13 1,1139 38 11,5798 63 11,7993 88 1,9445
14 1,1461 39 1,5911 64 11,8062 89 1,9494
15 11,1761 40 11,6021 65 11,8129 90 1,9542
16 11,2041 41 1,6128 66 1,8195 91 1,9590
17 1,2304 42 1,6232 67 1,8261 92 1,9638
18 11,2553 43 11,6335 68 11,8325 93 1,9685
19 1,2788 44 1,6435 69 11,8388 94 1,9731
20 1,3010 45 1,6532 70 11,8451 95 1,9777
21 1,3222 46 1,6628 71 11,8513 96 1,9823
22 11,3424 47 11,6721 72 11,8573 97 1,9868
23 1,3617 48 11,6812 73 1,8633 98 1,9912
24 1,3802 49 1,6902 74 1,8692 99 1,9956
25 1,3979 50 11,6990 75 1,8751 100 2

Piiklad: Pro 4-8 musi platit log 4-8 = log 4 + log 8. Z tabulky log 4 = 0,6021; log 8
= 0,9031, odtud log 4-8 = 1,5052. Cislo 1,5052 je velice blizké ¢islu logaritmu
¢isla 32, takze muzeme tvrdit, ze soucin 4-8 bude velmi blizky Ccislu 32.

vvvvvv
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Hodnoty logaritmd Pro vypoéty pomoci logaritmii je nutné znat hodnoty
cisel o o . , T
logaritmil. Ty se diive tabelizovaly a prvni tabulky dekadickych
logaritmil publikoval Briggs (viz Tabulka 8). V t¢ dob¢ vy¢isleni
logaritmii predstavoval pracny rucni vypocet piirozeného
logaritmu a pievodu na dekadicky logaritmus. Soucasné
matematické softwary a kalkulacky tyto tabulky obsahuji nebo si
je pocitaji v realné ¢ase numerickym zptisobem na pozadovanou
piesnost pomoci Taylorovych tad [Gecsei et al., 1964, s. 182].
Logaritmicka stupnice Vsimnéte si, ze pokud hodnoty dekadickych logaritmi
vyneseme na osu (viz Obrdzek 9) jsou hodnoty logaritmii
jednotlivych tadu stejné vzdalené. To je dano tim, Ze podil mezi
sousednimi fady jsou stejné 10/1=100/10=1000/100... a tedy i
rozdil (vzdalenost) logaritmi sousednich tadul je stejny.

Taylorovy fady

9:
1 X— 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Lo bbb oo b b oo b 1|
| [ T T T T T T T T TTTTTTTIT]l |||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
0 log x —= 0,3 0,48 0.6 0,7 078 085 09 0951
1 x = 2 3 4 5 6 7 8 910

Horni osa je osa ptirozenych Cisel od 1 do 10 o délce #=17 cm, takZe jeden stupeni
na stupnici je 1=1,7 mm, dolni osa je logaritmicka stupnice od od 1 do 10 o délce
&=17 cm. Jednotlivé vzdalenosti mezi stupni logaritmické stupnice v mm se
vypocitaji jako pomér konkrétni logaritmické hodnoty ku logaritmické hodnoté
celé stupnice. Takze log x musi byt ekvivalentni vzdalenosti (log x —
log min)/(log max - log min), v tomto piipadé log min =log 1=0,
log max=log 10=1.

Logaritmicke pravitko I kdyz se tabulky logaritm@i udavaly na pét i vice
Williamem Y] . r 40 , < o s qe
Oughtredem desetinnych mist, k vypoctim prostych soucinii se nepouzivali,

protoZe rychlejsi bylo ndsobeni pod sebou. Pro rychlé ptiblizné
vypoCty se pouzivalo logaritmické pravitko vynalezené
anglikanskym  duchovnim a  matematikem  Williamem
Oughtredem (1575-1660). Logaritmické pravitko funguje stejné
jako posuvné pravitko pro sCitani a od¢itani s tim rozdilem, Ze
ob¢ stupnice odpovidaji logaritmim c¢isel. Takze pii nasobeni
Cisla 4,4 s Cislem 6,3 staci secist logaritmy téchto ¢isel na dvou
zrcadlové otoCenych pravitkdch s logaritmickou stupnici
(Obrazek 10). Pti déleni se logaritmy odcitaji.
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.63
1 2 3 4 5 b;
.h.. F'
4 + 5 6 7 8 9 10 20 30
44 2787
Na obrazku je zobrazen ptipad pfiblizného soucinu Cisel 4346 a 6328, pomoci dvou
pravitek se stupnicemi od 0 do 20 rozdélenych po log 0,1. Pfiblizny soucin je
proveden tak, ze Cinitelé se zaokrouhli na 4400 a 6300, potom
4400-6300=4,4-6,3-10°, respektive log 4,4+log 6,3=log 27,8+log 10°. Podle
pravitka je vysledek 27,8-10° oproti pfesnému vysledku je rozdil 498 512, coz
odpovida chybé 1,8 %.
Uloha 1: Urgete vysledek vyrazu 14 468,56° pomoci logaritmii. ReSeni
ulohy je uvedeno v Piiloze 1.

LO%aritfgi%l(‘é Nicméné logaritmické pravitko je také uZz archaicka
fevodni o h , , , , . , .
Vyl?poéet objo du kruhu pomiicka, ale narysované pravitko, které by nasobilo stale stejnou
Vipotet plochy kruhu hodnotu lze pouZit jako rychly ptevodnik, naptiklad pro rychly

pfevod fyzikalnich jednotek, které jsou vzijemnym nasobkem
nebo 1 pro vypoCet obvodu ¢i plochy kruhu jak ukazuji
nasledujici Obrazky 11, 12 a dale Obrazky 13, 14, 15, 16, 17.

11:

w(a- 107 = k10 3,24

%ﬁ%ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ%@ﬂ%@%ﬁ%@%

30/
10-n~
A [: A
Logaritmické pravitko pro vypocet obvodu kruhu: Na pravitku je vyznacen piiklad
soucinu Cisla w a Cisla 324 predstavujici primér kruhu, takze vysledkem bude

obvod tohoto kruhu. Ten podle pravitka ¢ini asi 1 010 (x=2), coZ piedstavuje chybu
od ptesn¢jsiho vysledku (1017,88) asi 0,77 %.



https://engineering-sciences.education/prilohy.html
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12: Logaritmické pravitko pro vypocet plochy kruhu
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13: Pfevodnik palcti na milimetry
a-10%in = a-2 54-10* mm = b- 104" mm
1 a —pm- 2 3 4 5 6 7 8 01

254 3 4 3) 6 7 8§ 9 10 b —m 20 254

14: Pievodnik liber na kilogramy
a1FIb = a-4 53592237-10%" kg = b-10*kg

1 a —p- 2 3 4 5 6 f 8 910
5 6 7 8 9 10 20 b—m 30 40
4 53592237 45.3592237

15: Pievodniky jednotek energie
a10-kWh = a-36-10** kJ = b- 10" kJ

1 a—p- 2 3 4 5 6 7 8 910
3,64 5 6 7 8§ 9 10 b — 20 30 36

4

4187 5 6 7 20

a1k eV =a1602 176 621-10+'2 J = b- 10+ J
1 a —p» 2 3 4 5 6 f 8 91

1602 2 b —m 3 4 5 6 7 & 9 10 16,02

16: Ptevodnik vykonu Britského kon¢ (horse-power) na watty
a10:hp = a7 457102 W = b- 10 W

1 a— 2 3 4 5 6 7 8 910
{ 8 9 10 b— 20 30 40 50 60 m?
7 457 7457

17: Prevodniky jednotek tlaku
a 10 psi = a-6,8948-10* Pa = b- 10 Pa

a—m 2 3 4 5

b —= 20 30

a10¢ mm H,O = a-9,80665- 100 Pa = b-10* Pa
2 3 4 5 6 7 g 910

1 a ——p-
\\.1% h —I 20 30 40 50 60 70 80 Qﬂﬁ

9.80665- 10~ 98 0865
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Konstrukce
logaritmického
prevodniku

Presnost prevodnikl

Nelogaritmické
prevodniky

a—p-
20

0 10

40 50 60 70

Vzorec s vice
proménnymi

Nomogram

18:

Pro konstrukci logaritmickych stupnic pro konstrukci
vlastnich pievodnika o velikosti 10* az 10*"" s ptesnosti 0,1-10"
muzete pouzit logaritmy ¢isel 1 az 100 uvedené v Tabulce 8 nebo
podrobnéji ve starSi literatuie jako tfeba Fyzikalné technické
prirucce [Jakovlev et al., 1963].

Vys§§i  pfesnosti  vypoctu, pomoci zobrazeného
logaritmického pravitka, Ize provést rozkladem cinitele.
Naptiklad pii vypoctu kruhu na Obrazku 11 by Slo postupovat
piesné&ji takto: &islo 324 Ize rozlozit na 324=3-10°+2-10*+4, takze
piedchozi piiklad by se pocital: m-324=n(3-10*+2-10*+4), odtud
feSeni 1015,4 s chybou uz jen 0,24 %. Tento postup (vice o ném
naptiklad v knize Matematika pro délniky a mistry [Kunc and
Jozifek, 1963]) je sice presngjsi, ale uz postrada rychlost a
jednoduchost.

Stupnice pfevodnik, ve kterych figuruji nasobky nemusi byt
nutné logaritmicke, ale pokud rozdily v pifevadénych jednotkach
nejsou velkeé, 1ze pouzit linearni stupnice s tim, ze budou mit
rozdilné vzdalenosti mezi jednim stupném. Naptiklad pfevodnik
mezi °C a stupni °F pro rozsah 0 az 100 °C a délce 17 cm bude
mit na stupnici pro stupné Celsia vzdalenosti mezi stupni 1,7
mm, kdezto na stupnici stupiitt Fahrenheita bude rozdil jednoho
stupné 5/9-1,7 = 0,9444 mm (stupent Fahrenheita je 5/9 stupné
Celsia), navic bude tato stupnice vii¢i piedchozi stupnici
posunuta o 32 dilkt, viz Obrazek 18.

Prevodnik jednotek teploty v rozsahu 0 az 100 °C na teplotu ve stupnich
Fahrenheita a obracené

a °c::[§a+32] *F=p °F
30 40 50 60 70 80 90 100

g0 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210

b —-

Pro vypocet vzorci s vice proménnymi Ize pouzit
nomogramy. Nomogram je grafickd analogova vypocetni
pomticka [Pleskot, 1947], [Stépansky, 1970], [Evesham, 2010].
Jednd se o pfevod funkci do grafické podoby ve vhodné
vybraném soustavé soufadnic (nejcastéji pravothlé). Nomogramy
vychdzi tedy z pravidel analytické geometrie v roviné [Devlin,
2003, s. 161], [Struik, 1963, s. 97], coz jsou pravidla pro grafické
vyjadieni funkci dvou proménnych. Nomogramy, na rozdil od
pravitek, umoznuji rychly vypocet rovnic vice proménnych.
PouZivaji se pro rychly pfiblizny vypocet Casto pouzivanych
vzorcu.
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Obvodova rychlost
Isopléta

Systém soutadnic
nomogramu

Problém presnosti
nomogramu

19:

Naptiklad nomogram pro vypocet obvodové rychlosti
(U=n"d'N, kde U [m-s'] je symbol a znacka jednotky obvodové
rychlosti, d [m] je primér kola a N [s"] jsou otacky) kola je
tvofen pfimkami, protoze pro konstantni primér kola je tato
rovnice rovnici pfimky — kiivka konstantnich hodnot funkce se
nazyva isoplétou, viz Obrazek 19. Takovy nomogram Ize
zkonstruovat pouze pravitkem. Nutné je stanovit rozsah
jednotlivych proménnych podle toho, které kombinace hodnot d
a N nas zajimaji.

Nomogram obvodé rychlosti
et - Ulms']; d [m]; N [s].
—280 Osa otacek je v intervalu 1
az 10 s', osa obvodové
rychlosti kola 0 az 300 m-s
'. Do oblasti feSeni, ktera je
vymezena vodorovnou osu
hodnot pro otacky a svislou
pro obvodovou rychlost
kola se zakresluji pribéhy
zmén obvodové rychlosti
v zavislosti na otackach
pro jednotlivé  priméry
kola (Cara, na které je jedna
z proménnych konstantni —
v tomto pfipadé pramér
kola se nazyva isopléta).
Prvni isopléta byla
nakreslena ze soufadnic
U=3,1415 pti N=1 do bodu
U=31,415 pti  N=I10.
L _| Nasledujici isopléty byly
l T T A nakresleny stejnym

I
1 2 N—p»= 5 6A 7 8 9 10 postupem. Obvodova

rychlost kola se odecte z pruseciku zadanych hodnot otacek a priméru kola.

Osy soustavy soufadnic nemusi byt u nomogramil navzajem
kolmé, ale mohou svirat i jiny thel nez 90°. V systému
sklonénych os se pomérove zveétsi €1 zmensi thly mezi isoplétami
a osami nomogramu. Napftiklad pokud by osa x svirala s osou y
uhel 70°, pak by se uhel mezi isoplétami a osami zmenSil
pomérem 70/90 apod.

Je ocividne, Ze takovy nomogram pro funkci dvou
proménnych nemiize pokryt vSechny moZnosti feSeni
v navrZzeném intervalu vstupnich proménnych, to by musel
obsahovat nekonecny pocet isoplét, a nikoliv jen deset. Jestlize
nomogram neobsahuje isoplétu spliujici zadani, je nutné jeji
pribéh urcit alespoil pfiblizné tak, jak naznacuje ptiklad vypoctu
obvodové rychlosti pro N=6,3 s' a d=5,6 m. Dalsi problém
pfesnosti nomogramil tkvi v jeho fyzické velikosti. Rozsah chyby
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Vyhody nelinearnich

stupnic

Vyhody logaritmické

stupnice

Specialni oblasti
nomogramul

Viskozita

20:

(chyba, ktera vznikne na délce 1 mm osy nomogramu) lze
jednoduse stanovit z métitka nomogramu. Tato chyba nemusi byt
na celé plose nomogramu stejna. Naptiklad v ptipad¢ posledniho
nomogramu v oblasti kolem N=2, d=2 bude vzdalenost 1 mm na
ose obvodovych otacek kola ptedstavovat chybu o velikosti
~24 % a v oblasti N=9, d=10 chybé& jen ~1 %.

Rozdily v presnosti lze vyfesit nelinearnimi stupnicemi os,
tak aby chyba v odectu byla piiblizn€ stejnd na celé plose
nomogramu. Typ nelinedrni stupnice osy zavisi na druhu rovnice,
kterou nomogram zobrazuje, pii¢emz kazda osa muize mit jinou
stupnici. Pro exponencidlni rovnice (vCetné exponentu 1) se
nejcastéji pouziva logaritmicka stupnice, ale ve specidlnich
piipadech lze pouzit stupnici kvadratické (pro kvadratické
rovnice) atd.

V ptipad¢ logaritmické stupnice je jeji vyhoda i v tom, ze
jakékoliv exponencidlni rovnice se daji znazornit jako ptimky,
napiiklad rovnice a-b**=c bude pifimkou ve tvaru log a +
3,4-log b=log c¢ apod. Nomogram pro vypocet obvodové
rychlosti kola v logaritmickych stupnicich je zobrazen na
Obrazku 20.

Velikost tohoto
nomogramu je
8,35x8,35 cm, takze chyba
1 mm v oblasti N=2, d=2 je
asi 6,6 % a v oblasti N=9,
d=10 je také 6,6 %,
pricemz piesnost 1ze zvysit
zvétSenim velikosti plochy
nomogramu a zvysSenim

hustoty stupnic.
V logaritmické soustave
soufadnic tedy lze

dosahnout stejné presnosti,
respektive nepfesnosti na
celé ploSe nomogramu.
Vice o rozboru piesnosti
89 |y logaritmické soustavé
|| soufadnic v [Pleskot,

| |
N <
=
-
I
A
Q
=
|

1947, s. 12].

Do jednoho nomogramu lze zakreslit i vice rovnic, které
maji stejné promeénné. Napiiklad do nomogramu pro obvodovou
rychlost kola lze zakreslit 1 prib&h pro kritické otacky hiidele
s timto kolem, které se s primérem kola budou ménit (kritické
otacky jsou funkci primeéru kola a tuhosti hiidele, ktera je
v tomto piipad¢ stejnd). V nomogramu Ize také vyznacit riizné
oblasti, respektive kombinace, které jsou preferovany, nebo
naopak nevhodné, ¢i vyznacuji né¢im jiné vyznamné oblasti —
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21:

Uzivatelské
nomogramy

Sdruzené nomogramy

Prusecikové
nomogramy

Spojnicové
nomogramy

napiiklad v Nomogramu 21 pro vypocCet Reynoldsova C¢isla.
Takto lze nomogramy personalizovat podle toho jakou oblasti se
vlastnik nomogramu zabyva.

=F

=1 e
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Nomogram pro odecet Reynoldsovych &isel: ¥~ [m-s™] stfedni rychlost proudéni; L
[mm] charakteristicky rozmér; v [m”s'] kinematickd viskozita; Re [1]
Reynoldsovo ¢islo. a-rozsah kinematickych viskozit vody mezi 0 °C a 100 °C; b-
rozsah kinematickych viskozit suchého vzduchu mezi 0 °C a 100 °C. Re. [1]
rozsah kritickych Reynoldsovych ¢isel pro potrubi. Obrazek je prevzat z clanku

Vhitini tieni tekutiny a vyvoj mezni vrstvy [Skorpik, 2023a]

Nomogramy se také dodéavaji k riznym vyrobkiim jako
pomiicka pro koncového uzivatele o zménach parametrii stroje
pfi riznych nastaveni. Naptiklad nomogramy u soustruhil, pro
odeCet otacek nebo posuvu pii zméné pievodového poméru,
nomogramy regulacnich ventildi, ze kterych lze vycist zménu
pratoku a tlakové ztraty pti zméné zdvihu vietena ventilu apod.

Nomogram zvladne i1 vice proménnych nez jen dvé, takové
nomogramy se nazyvaji sdruzené. Jednd se vlastné o dva
nomogramy, které maji jednu spole¢nou stupnici, kterd slouzi
jako vystup prvniho a vstup do druhého.

Doposud popsané typy nomogramil se nazyvaji prusecikové.
Nevyhodou téchto nomogramii je obtizny odecet (hledani
praseciku tfi rlznobéZnych car) i velkd hustota Car, proto se
koncovym wuzivatelim, ktefi nejsou tak matematicky zdatni
pokud to jde, dodavaji graficky ptehlednéjSi spojnicové
nomogramy.

Spojnicovy nomogram pro dvé proménné je sloZen ze tii
stupnic, na kterych jsou v pfislusSnych meéftitkdch vyneseny
hodnoty jednotlivych proménnych, respektive hodnoty pocitané
veliCiny, viz nejjednoduss$i tvar spojnicového nomogramu
Obrazek 22 tvoteného tfemi pfimkami z nichz jedna je uprostied.
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Obvodova rychlost

kola

22:

23:

Konstruktér nomogramu musi navrhnout typ stupnic a jejich
meéfitka, jejich tvar a sklon 1 jejich vzajemné vzdalenosti tak, aby
pruseciky na jednotlivych osach, které vzniknout nakreslenim
libovolné piimky, byly feSenim ptislusné rovnice.

A V tomto pfipad¢ musi byt jedna z os
presné uprostied dvou dalSich, ale
lze ji podle potieby posouvat, pokud
ty % }# se zmeni méfitko jedné z hlavnich
os — osa z bude prfesn¢ uprostied,
i jestlize hlavni osy budou ve
g stejnych méritkdch. Tento tvar
A spojnicového nomogram je vhodny
oy pro rovnice ve tvaru atf=2 vy
(odvozeni je v Priloze 15),
naptiklad ax+by=cz, kde a, b, ¢
jsou konstanty; napiiklad x*+y°=z7,
coz je Pythagorova véta apod.
Jestlize osy jsou logaritmické
stupnice  lze tento  souctovy
spojnicovy diagram také pouzit pro
- soucin napf. rovnici xy=z, kterd
bude mit v logaritmickych soufadnicich tvar log x+log y=log z, coz uz je rovnice
piimky.

Ptiklad konstrukce spojnicového nomogramu je opé&t
proveden na rovnici pro vypocet obvodové rychlosti kola, viz

Nomogram 23. VS§imnéte si, ze kdyby osa obvodovych otacek U
nebyla uprostied, ale naptiklad blize k ose priméri, pak by se

Wy

—10 — 1100 10— Postup konstrukce tohoto
- g 300 g —| spojnicového nomogramu
5 Td. 500 NT g | je popsana v Piiloze 16.
7 +u 7 -
_-h- —
6 1—100 - b
L U=m-d-N _—@BD 5 —
> U= 70
— 60
— 4 — 50 4
— 40
| _m-10
— 3 30 3 7
— 20
L2 2
| 10
a=nlogd - g
—— 8
p=nlogN [ I
1 u [°
y=nslogg - °
2
— 4
_1 — ; "I_
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Kombinované
nomogramy

Podobnosti
nomogramu

musela méfitka téchto os rizné zménit (métitko osy pruméri vice
nez osy rychlosti) a naopak. Proto je vyhodné mit osu z uprostied
os hlavnich.

Spojnicové nomogramy lze také konstruovat pro vice jak tii
proménné spojenim nékolika nomogramt tzv. sdruZeny
spojnicovy nomogram. Dokonce lze kombinovat prusecikové
nomogramy s nomogramy spojnicovymi [Pleskot, 1947, s. 136],
[Stépansky, 1970, s. 215].

Konstrukce nomogramii Casto vyzaduji vétSiho duSevniho
usili a zkuSenosti. Ten kdo nemé dostatek zkuSenosti mize
vychdzet pii konstrukci nomogramu z podobnosti s jinym
nomogramem (napfiklad tvarem feSené rovnice), pfiCemz lze
Cerpat z katalogi nomogramii uvedenych v [Pleskot, 1947],
[Stépansky, 1970], [Opava, 1972].

Zpracovani namérenych dat v logaritmické soustavé
souradnic

Exponencialni funkce

Logaritmicka soustava
soufadnic

Tlakova ztrata potrubi

24:

Pti  konstrukci nomogramii v logaritmické soustavé
soufadnic vyuzivame ten fakt, Ze exponencidlni funkce jsou
pfimkami. Tato vlastnost logaritmické soustavy soufadnic se
vyuziva pii zpracovani dat, které byly ziskany pii vySetfovani
n¢jakeého déje u néhoz se predpoklada, Ze ho 1ze popsat néjakou
exponencialni funkci. Ptiklad takového vyuZiti je na Obrazku 24
je vysledek takové aplikace. Jedna se o ulohu, ve které je cilem

104 Urceni  exponencialni  funkce
popisujici zavislost tlakové ztraty
na pratoku potrubim. Ocekavany
Al tvar této funkce je L=Cy O V
L (b) prvai }<roku byla zanesena
C!F naméfend dat do logaritmickych
102 soufadnic  (modré kiizky). V
7 druhém kroku byly tyto body
7 prolozeny piimkou (b). Vime, Ze
! smérnice piimky v logaritmické
7 soustavé soufadnic  predstavuje
hodnotu exponentu x, a jelikoz je
/ (a) piimka (b) rovnob&Zna s piimkou
104 / ' (a), ktera predstavuje exponencialni
r rovnici s exponentem 2, je
L ocekavana hodnota exponentu x 2.
Hodnotu konstanty C lze pak urcit
jﬂ" z jakéhokoliv bodu na ptimce (b),
pro ktery odecteme hodnoty pro L,
10 / a O a nasledn€¢ dosadime do
10 102 102 rovnice. L [Pa] tlakova ztrata,
[m’-s'] pritok; C [kg'm”] konstanta. Obrazek je prevzat z ¢lanku Vznik tlakové
ztraty pii proudéni tekutiny a jeji vypodet [Skorpik, 2023b].
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Logaritmicky papir

25:

urCit tzv. charakteristiku potrubniho systému, kterym protéka
voda. M¢fena je tlakova ztrata potrubi, oznaCovana jako L, v
zavislosti na objemovém pritoku Q timto potrubim, piicemz
cilem je sestavit rovnici, kterd by tyto zmény tlakové ztraty pfi
zmén¢ prutoku predikovala, tedy rovnici L ={(Q).

Pro aproximaci naméfenych dat pfimkou v logaritmické
soustavé soufadnic se vyuzivd vypocetni technika, ale vedle
vypocetni techniky Ize pouzit 1 ruéni pfistup pomoci
logaritmického papiru. Za timto ufelem je na Obrizku 25
zobrazen logaritmicky papir o velikosti 17x17cm a v rozsahu tfi
rada.
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Sestaveni rovnic ze zadanych parametri

Rovnice
Vzorec

Uloha 2:

§1:

Sestaveni rovnic
x_ jako symbol pro
neznamou

27:

Soustava rovnic
Parametry rovnice
Podminka feSitelnosti

vvvvv

rovnic. Technik obvykle tyto zadavaci rovnice musi umét sestavit
na zaklad¢ zadani. Rovnice nejcastéji ziskdme kombinaci dvou a
vice jednoduchych vzorcii. Sestavovani rovnic je ryze lidska
schopnost, pfi které postupujeme systematicky po krocich, které
jsou piehledné a srozumitelné, coZ se nejlépe ukaze na Uloze 2.
V ramci této Ulohy je pfedstaveno 1 moZny postup feSeni této
ulohy, respektive soustavy rovnic.

Vypocitejte jakou vzdalenost wujela tramvaj mezi dvéma
zastavkami, kdyz vite, Ze ze zastavky nejdiive zrychlovala stalym
zrychlenim 2 m-s? po dobu 7 s, pak 24 s jela ustalenou rychlosti
a nakonec zpomalovala ustdlenym zpomalenim -2 m-s? do
zastaveni. Sestaveni rovnic této ulohy a jejich feSeni je popsano v
nasledujicim odstavcich oznacenych §1 az §3.

Ze zadani ulohy je ziejmé, Ze vyslednd rovnice bude
obsahovat minimalné dva typy vzorci, a to vzorec pro vypocet
ujeté vzdalenosti pifi rovnomérné zrychleném/zpomaleném
pohybu a vzorec pro vypocet ujeté vzdalenosti pii konstantni
rychlosti. Vzorec pro vypocet ujeté vzdalenosti pfi rovnomérné
zrychleném/zpomaleném pohybu ma tvar /=1/2(a#*) a vzorec pro
rychlost na konci rovnomérného zrychleni z nuly ma tvar V=a-t
[Machacek, 1995, s. 39], kde / [m] je ujetd vzdalenost; ¢ [s] je
Cas; ¥V [m-s'] rychlost v ¢ase ¢ a a [m-s?] je zrychleni (zaporné
¢islo je zpomaleni). Celkovou ujetou vzdalenost si ozna¢me jako
x, (pismeno x se pouziva k oznaceni veli€in, které nejsou znamy,
respektive nejdou jednoduSe ze zadani vycist), vzdalenost pfi
rovnomérném zrychleni x,, vzdalenost ujetou konstantni rychlosti
x; a vzdalenost ujetou pii zpomalovani x,. Je evidentni, Ze
celkova vzdalenost x, bude souctem vzdalenosti x,, x;, x, a x, viz
soustava rovnic 27.

XN =X+ X 1N, X [m-s™'] rychlost tramvaje na konci zrychlovéani — je oznadena
_ 1 pismenem x, protoZe je to také neznama.
X;= 9
2
X=Xy, =X 24
X=X,
x;=ayt,=14

a, ;=4

Vysledna skupina rovnic se nazyva soustavou péti rovnic o
péti nezndmych. Konstanty v rovnicich oznacujeme jako
parametry rovnice. Sestavena soustava rovnice ma feSeni pouze
tehdy rovna-li se pocet nezndmych poctu dostupnych rovnic a
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§2:

Numerické feSeni

§3:

Obecné feseni

28:

Numerické vs. obecné
feSeni

soucasn¢ jsou vSechny rovnice na sobé nezavislé, tj. Zadnou z
rovnic nelze odvodit ze zbyvajicich. Ale naopak velmi casto
muzeme mit k dispozici vice rovnic nez neznamych, pak
vybereme pro feseni pocet rovnic odpovidajici po¢tu neznamych.

Nyni jsou v podstaté dvé moznosti jak dosdhnout
pozadovaného vysledku neboli feSeni téchto péti rovnic.
Myslenkové nejméné narocné je postupné vypocitat jednotlivé
nezname dosazenim hodnot za zrychleni a cCas (vycisleni
neznamych x,, x; a dosazenim do prvni rovnice pro x, jeji
vypocet), jak je jiZ naznaceno pii zapisu rovnic — takovyto postup
se nazyva numerické metoda ¢i feSeni. Druhou mozZnosti je z
téchto péti rovnic udélat jen jednu, respektive vytvofit relativné
slozity vzorec pro pfimy vypolet ujeté¢ vzdalenosti tramvaje,
takové feSeni se oznacuje take jako obecné.

Obecne teSeni je vysledek algebraickych Uprav rovnic, pii
kterém soustavu rovnic pievedeme na vzorce ve formé x,=....
Takovy vzorec vznikne tzv. postupnym dosazovanim do prvni
rovnice, kdy za jednotlivé neznamé x,...x; se dosazuji rovnice pro
jejich vypocet, tak aby na pravé strané nebyla Zadnd nezndma,
viz postup uvedeny na Obrazku 28, kde je vysledku dosazeno
prakticky jen ve dvou krocich.

1 1

2 x=y Ayt aytyty+ 5 a,ti=a,ti+a,st,t,=434 m

Obecné feseni soustavy Rovnic 27.

Nevyhodou vysledného Vzorce 28 (v tomto piipadé nas
zajimalo feSeni jen proménné x,) je, Ze nejsou okamzité¢ patrny
mezivysledky, které byvaji u slozitéjSich uloh dilezité, protoze
z nich plyne celkova pfedstava o situaci a lépe se hledaji ve
vypoctu pripadné chyby a jsou patrné vlivy jednotlivych ¢lentii na
vysledek, naptiklad jestli pti zvySovani hodnoty jedné veli¢iny
ujeta vzdalenost klesa nebo naopak roste atd.

Obecna feSeni rovnic

Algebraické upravy
Separace
Osamostatiiovani

Zékladem nalezeni obecného feSeni rovnic/e jsou
algebraické upravy. Ty spocivaji postupnych upravach rovnic, tak
abychom separovali, respktive osamostatnili vySetfovanou
neznamou, napiiklad u rovnice 2,54 + a = b-x*+(2x*+tc)d je
potieba separovat nezndmou x. To se déla vhodnymi
promySlenymi algebraickymi operacemi, pii kterych musi byt
zachovana rovnost pravé a levé strany  rovnice.
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29:

Substituce

Kanonicky tvar rovnice

Obecna feseni

Linearni rovnice

Exponencialni rovnice

30:

Naptiklad, pti¢itdnim stejného Cisla k pravé i levé strané rovnice
tak, aby byla zachovana jeji rovnost. To samé pravidlo plati i pro
jiné matematické operace vCetn¢ umociovani, logaritmovani atd.
Postup separace nezndmé x je zobrazen na Obrazku 29.

254+a=b-x*+(2x*+c)d _254+a-cd_ :b+2-d

& Tbi2d X bi2d
1: 2 54+a=b-x*+2-dx*+c-d 2541a-cd o

5 =X
2: 254+a—c-d=b-x*+2-dx*+c-d—cd b+2-d
3 254+a—c-d=x*(b+2-d) 6: | %:x

V tomto piipadé staCilo 6 kroki a vypocet veli¢iny x uz nebude problém. Do
uvedenych Sesti krokii jsem zahrnul i zjednoduSovani rovnice, napiiklad kroky 2 a
3 zkuSeni vypoctati slucuji apod.

PtedevSim pii1 upravach je dobré rovnici co nejvice
zjednodusit, taky abychom se v ni neztraceli a nemuseli neustéle
opisovat spoustu symboll. Naptiklad béhem tprav Rovnice 29
lze x* oznagdit zkracené napiiklad symbolem y a v kroku 5 opét
dosadit x*, tomu se ¥ika substituce. Také se muZe vyskytnout
logaritmicka rovnice a misto x* v pfedchozi rovnici miize byt
naptiklad log 2x opéct by Slo za tento vyraz pii Gpravach dosadit
symbol y a v patém kroku dosadit zpét log 2x apod.

Pro mnoho typii rovnic, které feSime uz vyteSené byly a je
znamo jejich obecné feSeni, které 1ze velmi rychle transformovat
pro nasSe potieby. Takové obecné feSeni vySetfované soustavy
rovnic nalezneme pouze ve dvou krocich. Nejprve prevedeme
vySetfované rovnice na tzv. kanonicky tvar, coz je jakysi
normalizovany zapis rovnice. Nasledné pro vysledné kanonické
tvary odeCteme obecné fteSeni z dostupného souhrnu
matematickych vzorct.

Kanonické tvary line4drnich a exponencidlnich rovnic s
celymi exponenty jsou uvedeny na QObrazku 30. Samoziejmé
parametry a, b mohou byt a také v praxi Casto byvaji rovny nule,
takze rovnice x+C=0, kde C je konstanta, je stile kubicka
rovnice a jeji kanonicky tvar je 1-x°+0-x*+0-x'+C=0,.
84y X1+ 8y Xp+8yy Xyt ... +8y, X, = by a,x +a,x+a,=0

8y Xy F By X8y Xat 48y, X,=D; ;—:I,:,J-;""’+;;11 X+ a,x+a,=0
Bgy X+ 8oy X+ 8y, Xot .+ 8, X, =D, -

! a,x"+a, x"'+ _+a =0
an1 JIr1 +an2x2+an3x3+ "'+annxr|:bn
vlevo kanonické tvary linearnich rovnic (bez exponentil); vpraveo kanonické tvary
polynomt druhé, tietiho az n-tého stupné (pro #»>1) — neboli kvadratickd, kubicka
rovnice atd. a,, znamend, Ze se jednd o konstantu z druhého fadku pied prvni
neznamou.
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31:

Obecna feSeni
linearnich rovnic

32:

Obecna feseni
exponencialnich
rovnic

Niels Abel
Kvadraticka rovnice

Kofteny kvadratické
rovnice

33:

Odtud Ize snadno stanovit kanonicky tvar soustavy rovnic 27
a kvadratické Rovnice 29, kter¢ jsou uvedeny na Obrazku 31.
Xy = X;=X;= X4 +0=0 (b+2-d)x*—(2,54+a—c-d)=0
0+0+x,+0-24x.=0 ' - '
0—x,+0+x,+0=0
0+x,+0+0+0=49
0+0+0+0+x,=14

vlevo kanonicky tvar soustavy Rovnic 27. vpravo kanonicky tvar kvadratické
Rovnice 29.

Obecne feSeni linearni rovnice o jedné a dvou neznamych je
uvedeno na QObrdzku 32, obecna feSeni kanonickych tvarii
soustav linedrnich rovnic o vice jak dvou neznamych se uz
obvykle neuvadi, protoze jsou velmi rozsahla, ale principialné 1ze
odvodit obecné feSeni pro libovolné rozsadhlou soustavu
linearnich rovnic, ale vysledné vztahy by byly také rozsahlé
velmi nepiehledné. Proto se u soustav linearnich rovnic vétSich
jak 3 (krom¢& trividlnich pfipadid) se pouziva mechanicka
numericka metoda feSeni, viz kapitola Numerickd feSeni rovnic.

x,= by X, = a,b—a;b, If'lev’o , obecné fpéen’i
a, 8,,8y,—a,,8,, linearni rovnice o jedné
neznam¢; vpravo obecné
— feSeni  soustavy  dvou
z &y;85;— 85y 8,; linedrnich  rovnic. Obé
feSeni jsou pro kanonicky

tvar. Obecné feseni soustavy dvou linearnich rovnic je odvozeno v Piiloze 17.

_ 8uby— by

U polynom1 existuje obecné feSeni pro rovnice alespon do
n=4 (dikaz provedl norsky matematik Niels Abel (1802-1829)
[Mares, 2006, s. 85]), tato feSeni jsou uvedena v kazdém
pfehledu matematickych vzorcl, napiiklad v [Rektorys et al.,
2003, s. 38]. Na Obrazku 33 je uvedeno obecné¢ feSeni pro rovnici
kvadratickou, ktera se v technické praxi vyskytuje velmi Casto.
Jak je patrné kvadratické rovnice mohou mit dvé feSeni (tzv.
koteny), pficemz obvykle je jeden zaporny a jeden kladny, ale
technik hled4 pouze jedno, a tak v takovych ptipadech vybira to,
které 1épe vyhovuje oCekavani (obvykle je to ten kladny koten) a
takovy vysledek dava smysl.

—a,+/D —a,—/D 3 Obecné teSeni kvadratické
X =gy X;=—p—, D=aj—4a,a, ice: D diskrimi

2a, 2a, ' rovnice: tzv. diskriminant.

Pokud bude diskriminant

mensi nez nula D<0, pak ma kvadraticka rovnice komplexni koteny (vysledkem je

komplexni ¢islo).
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Numericka reSeni rovnic

Iteracni vypocet

34:

Metoda Monte Carlo

Uloha 3:
Iteracni vypocet

K numerickému feSeni rovnice se ptistupuje naptiklad tehdy
je-li Gprava rovnice pfili§ duSevné naro¢nd nebo nemozna a u
vetsi soustavy rovnic, u kterych se z praktickych divodid na
hledani obecného feSeni rezignuje. Numerické feSeni je jedinou
cestou u rovnic 5 stupné a obecné rovnice, u kterych nelze
separovat neznamou, respektive nejsme schopni odvodit obecné
feSeni v pfimém tvaru, viz Rovnice 34.

Rovnic 34 je zvlastni v tom, Ze nelze ziskat algebraickymi
upravami jeji obecné feSeni a jedina moZnost nalezeni feseni je
iteraCni postup. Na pocatku iteratniho vypoctu obvykle
odhadneme (na zéklad¢ dostupnych dat) interval na ose Cisel, ve
kterém by se mohl nalézat o¢ekavand hodnota hledané nezndmé a
postupné testujeme moznd feSeni — pti iteracnich postupech Casto
nejsme schopni dosahnout zcela piesného vysledku, ale vysledku
s urCitou piesnosti. Iteracni metod je velké mnoZstvi, ale téméf
vZdy jsou zalozeny na derivacich funkci (viz [Rektorys et al.,
2003, s. 603]), takze si feknéme néco jen o zdkladni iteracni
metod¢ Monte Carlo zaloZené na odhadu.

1 __ EIOQ( 2.91 . c ] Parametry Re, C jsou konstantami. A veli¢ina,
WA Re. 7 3,72 kterou mame vypocitat. V tomto piipadé se jedna o

~ tzv. Colebrookovu rovnici pro vypodet soudinitele
tteni v potrubi, vice v Clanku Vznik tlakové ztraty pri proudéni tekutiny a jeji
vypocet [Skorpik, 2023].

L1

Pfi metodé Monte Carlo ndhodné testujeme rtzna feSeni.
Obecné se za feSeni povazuje mnozina Cisel, interval na ose Cisel
nebo konkrétni Cislo, o kterém se predpoklada, ze lezi blizko
feSeni. Konkrétné v pfipadé Rovnice 34 by mohl probihat tak, Ze
bychom nejprve ptfevedli vyraz na pravé strané na levou (rovnice
se pak bude rovnat nule), pfi nasledném testovani vysledkl pro
rizné feSeni (ndmi vybrany interval Cisel, o kterém si myslime,
Ze by mohl obsahovat feSeni) pro 4 bychom sledovali, jestli se
leva strana blizi nule (pak zuzujeme interval spravnym smérem —
zvySujeme piesnost vysledku) a nebo vzdalujeme od nuly (pak
interval moZnych feseni rozsifujeme), viz Uloha 3. Je ziejmé, Ze
metoda Monte Carlo je nejvice naro¢nd na pocet vypoctovych
krokti, ale s nastupem pocitacli se jedna o velmi pouzivanou
metodu a vyuZziva se dost Casto pro hledani feSeni 1 mnohem
méné naro¢nych rovnic napt. 3-x+1=7, protoZe rychlost stolnich
pocitact je vysoka a Setfi tak duSevni usili vypoctafe a navic
metodu vypoctu obsahuji 1 kancelarské tabulkové procesory.

Reste Rovnici 34 metodou Monte Carlo, pro parametry
Re=4-10°, C=6,6667-10". Reseni Glohy je uvedeno v Piiloze 3.
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Numerické feSeni

soustavy linearnich

rovnic

Gaussova eliminacéni

metoda
Schodovity tvar

Algebraické upravy

35:

Postup feseni Ulohy 3
1. zadani: Re; C 4. vypocet:  hodnot levé strany rovnice z
f. 2 pro vybrané hodnoty 4 z
intervalu definované¢ho v T.
3
2. uprava: uprava rovnice, tak 5. porovnani: vybér vysledku z t. 4, ktery
aby na levé strané je nejblize hodnoté 0

rovnice byla 0

3. odhad: intervalu, ve kterém
ocekavame spravnou
hodnotu neznamé A

Asi si dokdzeme piedstavit, Ze existuji rozsahlejsi soustavy
rovnic s vice nezndmymi, neZ je soustava rovnic na Obrazku 31
(naptiklad piedevSim pfi feSeni schémat v elektrotechnice i
schémat rozsahlych potrubnich tras technologickych celkl, viz
napfiklad clanek Parni turbina v technologickém celku). Takové
soustavy feSime numericky pomoci maticového poc¢tu. Metod na
maticové feSeni soustavy linearnich rovnic je vice [Dobrovolny
and Zdarek, 1954, s. 61], [Rektorys et al., 2003, s. 32],
[Schmidtmayer, 1967, s. 196], ale asi nejoblibengjsi je tzv.
Gaussova eliminacni metoda a navic se na ni dobi'e demonstruje
funkce maticového zapisu rovnic.

Princip GEM spociva v tom, ze z piivodni soustavy rovnic
vytvofime prakticky nové rovnice se stejnymi vysledky (v
rozsahu zaokrouhlovani), pficemz vysledna soustava rovnic bude
mit v normalizovaném tvaru zleva postupné na kazdém tadku o
jeden nulovy parametr navic, jak ukazuje Rovnice 35. Takze na
poslednim fadku soustavy je vysledek posledni neznamé, tu
nasledn¢ dosadime do piedposledni rovnice a ziskdme hodnotu
pfedposledni neznamé atd. O vysledné matici, ktera obsahuje
nenulové parametry pouze na diagondle fikame, Ze ma
schodovity tvar zleva i zprava.

x,+0+0+ __+0=5b, Tato soustava ma stejné feseni jako plivodni soustava Rovnic
0+x,4+0+__+0=b, 30 (hodnoty parametrd » mohou byt samoziejmé jiné nez v
puvodni soustave).

0+0+x,+ .. +0=h,

0+0:0+ .+ x.=h,

Nové rovnice z piivodni soustavy tvoiime odecitanim rovnic
od sebe, pokud pfed touto operaci odecitanou rovnici
vyndsobime takovym cislem, aby vysledna rovnice obsahovala
alespoil 0 nezndmou méné na té spravné pozici (eliminovaly jsme
jednu nezndmou), pak se nam postupné podaii dalSimi takovymi
operacemi ziskat cilovy tvar soustavy, viz ptiklad na Obrazku 36.
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Homogenni tvar
rovnice

Nehomogenni tvar
rovnice

Podminky fesSeni

Matice

36:

37:

Rovnice Ize za tc¢elem rychlejsiho vypoctu prohazovat z jednoho
fadku na jiny a to lze provadét i se sloupci, ale v takovém piipadé
musime myslet na to, ze pofadi nezndmé uz nebude odpovidat
¢islu sloupce (proto davame ptednost prohozeni fadka, pokud to
jde). Samoziejm¢ pii operacich nelze nésobit nulou, proto pfi
vybéru dvojice rovnic, které budeme od sebe odecitat, musime
vybrat rovnice takové, abychom nemuseli nasobit nulou.

X, +2x,=5 X, +2x,=5 —%Jﬁﬂﬂ:—% x,+0=1
- 2. _4 7 2 _4 -
3x,+4x,=11 [2|+§;a-r2:E D+§){'2:§ O+ x,=2
(a) (b) (c) (d)

Soustavu (b) ziskame tak, Ze posledni rovnici vynasobime podilem a-a’,,, tedy
zlomkem 1/3, abychom ziskali stejnou hodnotu parametru pied nezndmou x, jako v
predchozi rovnici. Nasledné druhou rovnici nahradime rovnici, ktera vyjde
odectenim druhé rovnice od prvni. Soustavu (c) ziskame tak, ze prvni rovnici
vynasobime podilem a,,'a™,, tedy zlomkem 2/(3-2), abychom ziskaly stejnou
hodnotu parametru pted nezndmou x, jako v nasledujici rovnici. Nasledn€ prvni
rovnici nahradime rovnici, kterd vyjde odeCtenim prvni rovnice od druhé.
Vyslednou soustavu (d) ziskame tak, Ze prvni rovnici vynasobime pfevracenou
hodnotou parametru a,, tedy ¢islem -3 a druhou rovnici vynasobime pievracenou
hodnotou parametru a,,, tedy zlomkem 3/2.

Vsimnéte si, Ze cilovy tvar obsahuje pouze nehomogenni
rovnice (linedrni rovnice, kterd ma na pravé stran¢ nenulové ¢islo
b#0), proto je tato elimina¢ni metoda neucinnd, pokud plivodni
soustava rovnic obsahuje pouze homogenni rovnice b=0 -
nasobenim ani odc¢itdnim od sebe se tyto nuly nezméni. Nastésti
stai, aby alesponi jedna rovnice v plivodni soustavé byla
nehomogenni, pak uz sta¢i vytvofit novou soustavu tak, Ze ke
kazdé homogenni rovnici pficteme/odeteme onu nehomogenni
rovnici.

U velkych soustav rovnic se pii neustalém opisovani rovnic
vynechdva znaménko plus, rovnd se i1 oznaceni jednotlivych
neznamych x a celd soustava se zapisuje pomoci tzv. maticového
zapisu do matice, viz Obrazek 37. Na Obrdzku 38 je konkrétni
ptiklad matice a to matice soustavy linearnich Rovnic 31 1 s
vyslednou matici, ktera je jejim feSenim. U vstupni matice
soustavy Rovnic 38 si také vSimnéte kolik nul obsahuje.

.-';a” 12 3.8 | by .\l"-. / =1 a1z i3..-81n ".ﬁl ."lf by .\ﬁ".

|III III I|I I|I I|' III

|' 82 @2 8n.dn | b |I || 821 @2 @8 '| [ ba |

= X= | ,

| da = k%) &a33...8n b .'I I'. &1 daz &33...dan II| \ b III

II"-. : ,.'" l'-.. : /! ..'"
-,Ia-|1 dnz dni...dan b“l ! % At dn2 Gnd...nn .-'I '._‘ b,l /

Priklady maticového zapisu soustavy linearnich rovnic
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Programovaci jazyk

38:

To je typicky charakter matic z praxe (na rozdil od ptikladi z
matematiky, kde je vétSina parametrii nenulova), a proto jejich
vypocet Ize velmi urychlit vhodnym pteskladanim potadi matic a
potadi neznamych.

=
et
o
e
i

/1-1-1-1 0|0) /1 0 0 0 0[434

I-' ! In'

[0 100 o9 | [0 1 00 049 \'.l

00 1 024/0 | 0 10 0/336
| |

\o-1 01 o0f0] | o 0o o0 1 0[49 |

\0o 0 00 114/ \o 0o 0O 1/14 /

Vsimnéte si, Ze béhem feSeni matice byly piehozeny sloupce nezndmych x,, x,,
protoze toto piehozeni vedlo k rychlejsimu vypoctu (méné potiebnych operaci).
Cely postup je uveden v Piiloze 18.

GEM je vhodna pro matematické stroje, jako jsou
programovatelné kalkulacky nebo pocitace, protoZze operace
potiebné k dosazeni vysledku jsou predvidatelné a lze tedy lehce
sestavit postup feSeni zapsatelny v programovacim jazyce.

Stupné, nebo radiany?

Obloukova mira
Oblouk

Pfepona
Pruvodic

39:

V technické praxi se velmi €asto misto jednotky pro velikost
uhlu stupen [°] pouZiva jednotky radidn [rad], tzv. obloukova
mira. Pouziti obou jednotek méa své opodstatnéni. Zatimco v
piipad¢ stupiii pouzivame 360 dilnou stupnici tak u radiant
stupnici o velikosti 2 To ma vyhodu ptedevsim pro ptipady, kdy
se s uhly dale pracuje navazujicich vypoctech (i v jinych nez v
trigonometrickych), protoze soucin uhlu v radianech a délky
piepony c je délkou oblouku vytvofené pteponou (piepona se v
takovém ptipadé nazyva privodic), viz Obrazek 39. Takze pfii
pootoceni pritvodi¢e o celou otacku bude délka oblouku rovna
obvodu kruhu 2m-¢, proto plny thel v radidnech je roven pravé
2n=360°. Podobné oblouk vytvofeny pootoCenim privodi¢em
Uhel v radianech nasobeny
délkou pravodice ¢ je roven

velikosti  oblouku kruznice
o poloméru c.



https://engineering-sciences.education/prilohy.html

TECHNICKA MATEMATIKA 1.31

o Ctvrt otacky musi byt velky jako Ctvrt kruhu 2m-c/4, takze
1/2=90° apod. Pievod stupnii na radiany je potom jednoduchy
X/(2m)=x/360, kde velké X je thel v rad a x ve stupnich, viz. také
Ptevodnik 40.

40: Prevodnik stupiili na radidny

o IC .
X X —me rad=X rad

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 150 140 150 160 170180

0 X—»= 05 1 1,5 2 25 3

X—
160190 200 210 220 230 240 250 260 270 280 290 300 310 320 330 340 350360

35 X—» 4 4.5 5 9.9 6

A pro¢ tedy pouzivame i stupné¢? Pro vypocet oblouku
Technicka pomoci zadaného uhlu ve stupnich je sice nutné tyto thly prevést
dokumentace ./ ) « . <. .
na radidny, ale jednotky stupné maji vyhodu ve velmi jemné
stupnici a dualezité thly jako pravy uhel 90°, ostry thel 45°,
ptimy uhel 180° a dalsi frekventované uhly 30° a 60° jsou cela
Cisla. Proto se s dekadickou stupnici thlll pracuje mnohem snéz
pii konkrétnich geometrickych ptedstavach a pouzivaji se pro
kétovani uhlh ve vyrobni dokumentaci néjaké soucastky,
v planech domt a jinych technickych dokumentacich. Radiany
ale maji vyhodu pii SirSich vypoctech, kdy trigonometricky
vypocet je soucasti rozsahlejSiho vypoctu a thly jsou vstupem i
do jinych vypocti (velikosti oblouku, thlové rychlosti apod.).

Koétovani uhla

Vyuziti totalniho diferencialu neboli priristku funkce pii
popisu néjakého fyzikalniho déje

Predpokladam, Ze ctenafi se uz setkali s diferencidlnim

Vy3si matematika poc¢tem, pokud ne, doporucuji knihu Co je a k cemu je vyssi
Diferencialni pocet matematika [Rektorys, 2001]. Na stfedoskolské urovni se
Integralni pocet vétSinou student dozvi, mimo pravidel pro derivovani a

integrovani, jak pomoci diferencialniho a integralniho poctu urci
delky kiivek, velikost ploch a objemy riiznych objektl. VEtsinou
také néco o urceni tzv. extrémil funkce. To jsou véci, o kterych
zde psat nebudu (viz obsah knihy vySe), navic drtivd vétSina
feSeni jako délky frekventovanych kiivek, ploch a objemi
objektli v technice je Siroce dostupna na internetu i v tabulkéch.
V této kapitole se chci tedy zaméfit na popis podstaty totalniho
diferencidlu neboli ptirGstku funkce pii sestavovani tzv.
diferencidlnich rovnic popisujici néjaky vySetfovany déj a zatnu
pojmem parcidlni derivace.
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Parcialni derivace

Derivace funkce j-
proménnych

Gradient funkce

Ptirtstek funkce
(Totalni diferencial)

0 znacka pro parcialni
derivaci

41:

Pravidla derivovani

Hmotnostni tok tryskou
Pratokovy kuzel trysky

Uloha 4:
Aplikace parcialni
derivace

V technice a fyzice se Casto vyskytuji veliCiny, které jsou
funkci vice nezédvislych proménnych a pravé takovych funkei se
tyka parcialni neboli ¢aste¢na derivace. Naptiklad pro u=f(x, y) je
veli¢ina u funkci dvou veli¢in a to x a y. Takovy typ rovnice je
mozné derivovat podle proménné x i y, piic¢emz, kdyz se derivuje
podle jedné proménné, tak druhd je povazovana za konstantu
[Rektorys et al., 2003, s. 395], jinymi slovy jsme z funkce f(x, y)
vytvofili nejprve dve€ funkce u =f(x, y=konst.), u f(x=konst., y).
Vysledkem parcidlni derivace takové funkce je soustava dvou
rovnic, viz Rovnice 41). Takovd soustava rovnic se vyuZziva
naptiklad pfi hledani gradientu skaldrniho pole nebo pfiristku
funkce znamé jako totalni diferencidl — oba tyto matematické
pojmy maji své vlastni kapitoly uvedené v dalsi ¢asti ¢lanku.
Obecné plati, jestlize funkce obsahuje j pocet nezavisle
proménnych, potom vysledkem parcialni derivace takoveé funkce
bude soustava s j rovnicemi.

du, du, (a) oznateni parcialni derivace pomoci pismene d (dolni index

— ¥
(2) dx dy oznaluje, kterd proménna je pii derivaci konstantni) jako znacky
- n pro diferencial [Dobrovolny and Zdarek, 1954, s. 189]; (b) pro
o au v wor . o v s
(b) o x 5y prehlednost se upousti od indexii a pro oznaceni parcidlni
& &

derivace se pouziva misto pismene d znak 0 (partial).

Pro parcidlni derivace pfirozené¢ plati stejnd pravidla
derivovani jako pro funkce jedné proménné, a parcialni derivace
ma 1 stejnou interpretaci (jednd se o smeérnici teCny k prib¢hu
funkce ve sméru osy proménné podle, které se derivuje). To
znamena, ze uvedené dv¢ parcialni derivace v urCitém bod¢
soustavy soufadnic u-x-y predstavuji dvé tecny k této plose
vytvoienou ptivodni funkei f(x, y) dvou proménnych.

Vlastnosti a postup pfi parcidlni derivaci Ize dobie predvést
na piikladu jednoho z nejznaméjsSich vztahii v termodynamice,
coz je rovnice pro hmotnostniho tok idealniho plynu tryskou pfi
podzvukovych rychlostech, viz Uloha 4. Tato rovnice obsahuje
dvé proménné a to tlak pred tryskou a za tryskou, proto
vysledkem parcidlni derivace budou dvé rovnice. Jedna rovnice
bude udavat jak se bude ménit pratok tryskou, kdyz se bude
meénit tlak pfed tryskou a druha jak se bude ménit pritok, kdyz se
bude meénit tlak za tryskou. Vysledkem je prostorova plocha
oznacovana jako pritokovy kuzel trysky.

Proved’te parcidlni derivaci rovnice pro hmotnostni tok idedlniho
plynu tryskou podzvukovou rychlosti. Rovnice je uvedena
naptiklad v ¢&lanku Proudéni plynti a par tryskami [Skorpik,
2023c]. Predpokladejte konstantni celkovou teplotu plynu pied
tryskou. Re$eni tlohy je uvedeno v Piiloze 4.
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m
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b d
m=a L= Pe 0 m,..(p.) o
\Ps Pi P.

Valcova soustava
souradnic

42:

Totalni diferencial aneb
prirastek funkce

Obecna rovnice
totalniho
doferencialu

Parcialni pfirtstek

m [kg-s"'] hmotnostni tok plynu tryskou; p, [Pa] tlak na vytoku z trysky (exit);
P, [Pa] celkovy tlak na vstupu do trysky (input); a, b, c, d, e konstanty; m__ [kg's™]
maximalni tok plynu tryskou, pii kterém piestava reagovat na dalsi sniZovani
protitlaku p,.

Parcidlni derivace v jiné soustavé soufadnic uz muze byt
trochu slozit¢jsi, protoze diferencidly musime transformovat.
Napiiklad pro valcovou soustavu soufadnic se parcidlni derivace
provadi podle proménnych r (poloha na privodici), u (délka
oblouku od jeho pocatku) a a (poloha na ose od jejiho pocatku) a
protoze diferencial v obvodovém sméru lze vyjadfit jako soucin
délky privodice a diferencidlu thlu 6 t). du=r-d0 je ve
jmenovateli derivace podle thlu 6 soucin r-d6, viz Vzorec 42.
ok ok _17k
or ou raoé

ok Vzorce ukazuji parcidlni derivace veli¢iny
¢da k, kterou lze vypocitat pomoci funkce
k=f(r, u, a) ve valcové soustavé soufadnic.

Klasicka tloha v technice je urceni infinitezimalni zmény
sledované veliCiny, ktera je funkci vice proménnych, kdyz dojde
ke zménam té€chto proménnych. Tuto zménu oznacujeme jako
totalni diferencial neboli ptirtstek funkce, coZz je soucet zmén
(diferencialll) od jednotlivych  proménnych.  Naptiklad
kdybychom chtéli védét o jakou diferenci se zméni pritok
tryskou z Ulohy 4 (tedy chceme znat totalni diferencial dm),
jestlize se zméni oba tlaky pfed 1 za tryskou o diferencialy dp,,
respektive o dp,, pak bychom museli nejprve stanovit diferencial
hmotnostniho toku od zmény tlaku p, a tlaku p,_, tedy diferencial
dm ;, respektive dm,. Totalni diferencidl dm je pak souctem
téchto zmén. Praveé tento vysledny diferencidl se nazyva totalnim
diferencidlem nebo také prirGistek funkce dvou a vice
proménnych.

Obecné lze fici, Ze totalni diferencidl veliCiny u, kterd je
dana funkci f(x, y) dvou proménnych x, y (u=f(x, y)) bude du.
Totalni diferencial du predstavuje pfiristek funkce ve
vySetfovaném bod¢ (ve kterém jsou znadmy parcidlni derivace)
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43:

44:

Mechanika kontinua
Elementarni krychle

45:

Uloha 5:
Piirtstek funkce

tiirozmérné soustavé soufadnic u-x-y, jestlize se zméni velikost
proménnych o diferencialy dx, dy, coz je graficky zndzornéno na
Obrazku 43. Rovnici pro totalni diferencial lze dale upravit na
tvar du=du/dx-dx+du, /dy-dy=0u/Ox-dx+0ou/dy-dy. Takovy soucet
plati 1 pro funkce s vice jak dvéma proménnymi [Rektorys et al.,
2003, s. 396], viz obecna Rovnice 44 pro totalni diferencial.

u="f(x,y) : Grafické znazornéni totalniho diferencidlu: V
tomto piipadé se jedna o funkci u=f(x, y) jejiz
prirdstek ve sméru x je klesajici du,<0 a ve
sméru y rostouci du >0. Totalni diferencial
neboli piirtstek funkce v okoli vysetfovaného
bodu P je tedy souCtem piirdstkl
v jednotlivych smérech (parcialnich ptirastki)

du=du_+du..
, y X
L’ #}i!"r LF}
."f"
A,
\\
x4
u=fln,,ny, n,._n.); du:f—“dn1+F—“dn2+F—“dn3+ __+E'—u-dﬂ
) ) a f]1 [ f1 > a f] 3 c f]j

Totalni diferencial funkce j-proménnych, kde j je pocet promé€nnych a n oznacuje
proménnou.

A nyni k praktickym ptikladim uziti totalniho diferenciélu.
V Ulohéch 5 a 6 naleznete piiklady odvozeni rovnic pro totalni
diferencidl hmotnostniho toku, ale zde wvyuziti totalniho
diferencialu jesté¢ nekonci. Pravidla pro totalni diferencial lze
totiz vyuzit pfi sestavovani diferencidlnich rovnic a v mechanice
kontinua se aplikuje na tzv. elementédrni krychli, viz Obrézek 45.
Teorie elementarni krychle se vyuziva k popisu rovnovéhy a
zmén vySetfovanych veli¢in, naptiklad sil, energie, tlaku, teploty
atd. Na Obrazku 45 je takto stanoven pfirtstek néjaké obecné
fyzikalni veli€iny wu, ktery sta¢i nahradit symbolem pro
vySetiovanou veli¢inu, naptiklad tlakem, teplotou, silou atd.

H

TR
¥

= ¥ gz
gu

=—dx

¥oax

Prirtstek veliCiny u v jednotlivych smérech vepsany do elementarni krychle.

du

Urcete totalni diferencidl pritoku plynu tryskou. VyuZzijte
poznatkili z Ulohy 4. ReSeni tlohy je uvedeno v Ptiloze S.

_em 4 D+ cfm dp. Prvni krok pfi feseni Ulohy 5

dm=—
8P, 8p.
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Uloha 6: Urgete totalni diferencial rovnice kontinuity proudéni tekutiny

Piirustek funkce

v kandle. Rovnice ma tvar A-p-V=m, kde 4 [m?] je pritoiny
prifez kanalu, p [kg-m™] je hustota, ¥ [m-s™'] rychlost tekutiny,
m [kg's'] je hmotnostni pratok, ktery je konstantni po celé
vysetfované délce kanalu. Reseni Glohy je uvedeno v Piiloze 6.

dm=5Mg o+ 8m 4 A, 8 q1s—p Prvni krok pti feseni Ulohy 6
ag dA av

Uziti gradienti pri popisu zmén sledované veliCiny v prostoru

Gradient
Vektor

Gradient teploty

Oblast Q
Skalarni pole
Vektorové pole

Hladina skalarniho
pole

Smér gradientu

Gradient potencialni
energie

46:

Gradient je vektor v klasickém prostoru a uddva zmény a
jejich smér vySetfované veli¢iny ve vySetfovaném objemu, ktery
oznaime jako oblast . TakZze naptiklad soufadnice gradientu
teploty vody v urcitém bodu v rybnice by se pro smér x stanovil
jako podil zmény teploty v tomto sméru Az, a vzdalenosti Ax ve
sméru X, na kterém se tato zména projevi, coz se zapise takto:
At /Ax, kde ¢ [°C] je teploty. Pro sméry y a z podobné.
Vysledkem jsou tedy ti1 soutfadnice tohoto gradientu, respektive
vektoru a—, které se zapisi tak jako je to na Obrazku 46 vlevo. V
tomto ptipadé nam vektor tikd o kolik stupiii Celsia se zvysi
teplota vody pii pohybu danym smérem o vzdalenost 1 m. Aby
bylo zfejmé, Ze tento vektor je gradientem néjaké vySetrované
veli€iny, tak se oznacuje zkratkou grad ¢, tak jak je uvedeno na
Obrazku 52 vpravo.

Piiklad zapisu gradientu teploty v objemu

L[At, At AL
A ax Az rybniku: ¢ [°C] teplota vody; a~ vektor.

CAx Ayt AzZ) a=grad 1

Prostor, ve kterém stanovujeme gradienty vySetfované
veliCiny oznaCujeme jako oblast Q. Celou oblast Q muiZeme
oznacit jako skalarni pole, pokud budeme mluvit o hodnotach
teploty v jednotlivych bodech této oblasti, nebo vektorové pole,
pokud budeme hovofit o jejich gradientech. Plochy v oblasti Q,
na kterych je vySetfovana skaldrni veli¢ina konstantni se oznacuji
jako hladiny skalarniho pole.

Smér gradientu lze v nékterych ptipadech urcit trividlnim
zpusobem. Naptiklad smér gradientu potencidlni energie vody
v ngjaké nadob¢ bude proti sméru gravitatniho zrychleni (ve
sméru kolmém na hladinu bude ode dna potencidlni energie vody
rust), protoze potencidlni energie je definovana vzorcem e=-g-y,
viz Obrézek 47. Hladiny skalarniho pole budou kolmé na tento
smér (jsou rovnobézné z hladinou vody v této nddobé&). Vektory
ve vektorovém poli tvofené gradienty budou smétfovat ke dnu
nadoby. Smér gradientu tepelného toku bude smétovat od teplého
ke studenému konci oblasti Q.
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Rovnice zachovani
Gradient energie
Hydrodynamika

47:

48:

e [J'’kg'] potencialni energie 1 kg vody;
grad e [J'’kg'-m'] gradient potencidlni
energie (smér rdstu potencialni energie ve
vySetfovaném bodé a jeho  velikost
v zévislosti na soufadnici) v bodé¢ P; g~ [m-s’
?]  gravitatni  zrychleni  g7(0;-9,81;0).
Vysetfovana oblast Q je cely objem vody v
nadobé.

i@

-

Pz

Pro praxi je definice gradientd uziteCna také pii zapisu
rovnic zachovani at’ uz hmoty nebo energie. Na Obrazku 48
piiklad rovnice zachovani energie tekutiny ve vySetfovaném
objemu Q. Podle prvniho zédkona termodynamika miize tekutina
obsahovat jiZ zminénou potencidlni energii e, ale 1 kinetickou
V*/2, tlakovou p/p a vnitini tepelnou energii u, které se mohou
mezi sebou transformovat. JestliZe na vstupu (oznaceni 1) do
tohoto vySetfovaného objemu je vSude energeticky obsah
tekutiny stejny, pak musi v objemu Q platit, Ze klesa-li v né¢jakém
sméru gradient jednoho druhu energie, tak v tom samém bodé¢ a
sméru musi gradient jiné energie rust apod. Jinymi slovy soucet
gradientli t€chto energii musi byt roven nule. Pokud roven nule
neni, pak to jednoduSe znamend, Ze tato tekutina sdili energii se
svym okolim, coZ je mozné, bud’ ve form¢ prace w, nebo tepla q.
Toto tvrzeni lze tedy zapsat Rovnici 48. Pomoci takové rovnice
lze nasledné vysSettit proudéni po libovolné proudnici mezi
vstupem a vystupem, respektive urCit jak se meéni tlaky, urcit
vykonanou praci atd., viz také Uloha 8. Tato rovnice je naprosto
kli¢ova rovnice pro studium mechaniky kontinua a v raznych
obmeénach ji obsahuji téméf vSechny energetické rovnice zndme v
hydromechanice 1 Navier-Stokesova rovnice.

N o

T 8] v
e

st o (V2
< grad u+grad {.%J+grad [E

% =-—grad w+grad g
e ? NN
1 |II,-' - 1 ,."'
""/-_\
"
4 *1. V
Q-vysetfovany objem. e [J-kg™'] méma potencialni (energie 1 kg tekutiny); p [Pa]
tlak; ¢ [J-kg'] mé&mé teplo sdilené s okolim (mlZe se jednat o teplo
pfivadéné/odvadéné do/z pracovni tekutiny pfes hranici vySetiovaného objemu
nebo i o teplo vzniklé/spotiebované chemickou reakci uvnitt vySetfovaného
objemu); u [J-kg'] mérna vnitini tepelnd energie; ¥ [m-s'] rychlost tekutiny ve
vySetfovaném bodéV, [m-s'] rychlosti proudéni na vstupech do vysetiovaného

+grad e=

objemu; ¥, [m-s"'] rychlosti proudéni na vystupech z vySetfovaného objemu;
w [J-kg'] mérna vnitini prace tekutiny; p [kg-m™] hustota tekutiny.
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Gradient tlaku v
potrubi

Gradient potencialni
funkce

Potencialni vektorové

pole

Nepotencidlni
vektorové pole

Proudéni s vnitinim
tfenim

Gradient potencialni
energie

49:

Zapis pomoci gradientl je velmi piehledny pro nalezeni
ruznych kontextli i pfi feSeni slozitych problémii. Naptiklad
aplikaci posledni Rovnice 48 na proudéni kapaliny vodorovnym
potrubim konstatniho prafezu, ve kterém tekutina nekona praci
ani nesdili teplo s okolim, zjistime, Ze klesa-li tlak v disledku
vnitiniho tfeni (tlakova ztrata), tak musi rast hodnota vnitini
tepelné energie kapaliny apod.

Jestlize v celém vySetfovaném objemu Q je vySetfovana
veli¢ina u dopocitatelna podle néjaké funkce u=f(x, y, z) a tato
funkce je v celé oblasti spojitd (tzn.v kazdém bod¢ oblasti QQ ma
veli¢ina u danou hodnotu — skalar, Cislo), pak Ize gradient této
veli¢iny spocitat pomoci Rovnice 49. Presnéji prirtstky
sledované veli¢iny v jednotlivych smérech jsou rovny parcialni
derivacim v téchto smérech. PfiCemz funkci u nazyvame
potencialni, protoze je funkci pouze polohy, proto také vektorové
pole, které je vytvofeno z gradienti potencialnich funkci
oznacujeme jako potencialni vektorové pole.

DU eu EU'

grad u=3a Bx’ ay’

Jestlize je oblast Q vyplnéna vektorovym polem, které je
gradientem néjaké veliiny, kterou nelze popsat potencialni
funkci, pak o tom poli fikdme, ze je nepotencidlni. Typické
nepotencidlni vektorové pole je vektorové pole rychlosti tekutiny
s vnitinim tfenim, viz ¢lanek Vnitini tfeni tekutiny a vyvoj mezni
vrstvy [Skorpik, 2023a]. Pokud neexistuje pro vySetfovanou
veli¢inu spojitd potencialni funkce u=f(x, y, z), pak Ize hodnoty
gradientl  feSit pomoci statistiky, podobnosti (vCetné
pocitacového modelu), méfenim apod.

Vratme se nyni ke gradientu potencialni energie ve sklenici
vody z Obrazku 47. V tomto ptipadé jsme schopni sestavit funkci
pro vypocet potencidlni energie v celém objemu vody a to
vzorcem: e=-g'y pro g (0;-9,81;0), takZe dosazenim této funkce
do Rovnice 49 ziskame gradient potencialni energie ve sklenici
vody ve tvaru: grad e=a—(0;9,81;0). Obecné lze pro gradient
potencialni energie (pfi konstantni hodnoté¢ gravitacniho
zrychleni) odvodit Vzorec 1234.

Vlastnosti gradientt a prace s nimi ve vektorové analyze

Gradient potencialni
funkce

Operator V

Pro potfeby vektorové analyzy, respektive prace s
gradeintem v ramci SirStho vypoctu, se gradient potencialni
funkce zapisuje ve formé parcidlni diferencialni Rovnice 50
(parametry i, j—, k~ oznacuji, Ze se soucasné jedna o soufadnice
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50:

Potencialni proudéni

Gradient kinetické
energie

Zrychleni

Uloha 7:

Gradient kinetické
energie

Uloha 8:

Zrychleni v potrubi

Uloha 9:

Gradient tlaku v
potrubi

Ptirtstek potencialni
funkce

Jednotkovy vektor
sméru

vektoru). Pro, timto zplisobem zapsanym gradientem, plati
pravidla vektorové algebry, naptiklad [Rektorys et al. 2003, s.
219], [Garaj, 1957].

du- 8

grad u=2Y7+247, 805y,
dx dy z

o
V operator nabla.

Jednim z ptikladl vyuziti parcidlni diferencialni rovnice pro
popis gradientu potencidlni funkce v oblasti Q je potencidlni
proudéni. Potencidlnim proudéni se oznacuje idealizované
proudéni jehoz vektor rychlosti vytvaii potencialni vektorové
pole. Model potencidlniho proudéni se uplatiuje v
hydrodynamice pii popisu proudéni idealnich tekutin, pro které
ma velmi dobré vysledky. Na zakladé Rovnice 50 lze jednoduse
dokazat, ze zrychleni v potencidlnim proudéni je déano
gradientem kinetické energie, viz diikaz v Uloze 7 a dalsi Ulohy
8, 9 na vypocet stavovych veli¢in proudu.

Dokazte, Ze zrychleni tekutiny je gradientem kinetické energie
tekutiny. Uvazujte potencidlni proudéni. ReSeni ulohy je uvedeno
v Ptiloze 7.

Urcete zrychleni proudu idedlniho plynu v potrubi tepelného
vyméniku. Uvazujte stacionarni proudéni a vysokou tepelnou
vodivost pracovniho plynu. Neuvazujte vliv vnéjSiho zrychleni.
Reseni tlohy je uvedeno v Piiloze 8.

[ [m] délka potrubi; ¥, . [m-s']

rychlost na vstupu a vystupu z

potrubi; O [W] celkovy tepelny

vykon predavany do plynu na useku

potrubi o délce I; g [J'kg''m™]
V = Ziskané teplo 1 kg plynu, které ziska
na délce /; x [m] vzdalenost
vysetfovaného bodu od =zacatku
potrubi.

Urcete gradient tlaku proudu idedlniho plynu v potrubi tepelného
vymeéniku, jestlize znate funkci pro zrychleni. Pouzijte vysledky
z Ulohy 8. ReSeni ulohy je uvedeno v Piiloze 9.

V ptipad€é gradientu potencidlni veli¢iny jsou tedy jeho
jednotlivé soutfadnice parcidlnimi derivacemi této funkce. Pti
porovnani s Rovnici 44 pro pfirtstek funkce je evidentni, Ze pro
stanoveni pfirtistku funkce funkce pro u staci znat gradienty této
veliCiny a ty vynasobit diferencidly vzdalenosti v jednotlivych
smérech (pro slozku ve sméru x diferencidlem dx atd.). Obecné
se takova operace zapiSe Rovnici 51.
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51: du=(V.u)-d§ dS=dxi+dy j+dzk Diferencidl ds~ se nazyva
jednotkovym vektorem

sméru.

Diference potencialni
funkce

Hladina skalarniho
pole

52:

Uloha 10:

Gradient potencialni
veliciny

Hladina skalarniho
pole

Cirkulace vektoru

Potencialni vektorové
pole

53:

Potencialni proudéni
Potencialni vir

Zname-li prirGstek funkce vySetfované potencidlni veli¢iny
u, pak neni problém v oblasti Q vypocitat zménu této veliCiny
mezi jakymikoliv dvéma body-i a e prostou integraci, podle
Rovnice 52. ProtoZze u je definovana potencialni funkci, pak
hodnoty u,, u, jsou zaroven hodnotami na danych hladinach.

u,_E:j: du:j: (V-ujds=u—u,

Urcete gradient tlaku kapaliny v nddobé&, zakreslete hladinu tlaku
prochézejici bodem P[x,, y, z] a sestavte rovnici pro piiristek
tlaku v této nadob&. Zakreslete v libovolném misté oblasti Q
novy bod P, a stanovte rozdil tlakQi mezi hladinami prochézejici
timto bodem a bodem P.. Uvazujte, Ze na kapalinu pisobi pouze
tihové zrychleni (homogenni tihové pole), viz ptiloZzeny obrazek.
Postup feSeni tlohy je uveden v Ptiloze 10.

5 Q
g¢ B IS SO P 1.

H|
.P[x, Y, 2] grad p=a(0;-981p0;0]
z( ) —p-

X ¥ dp=-981-p-dy
Obréazek k Uloze 10: g~ [m-s?] gravitaéni zrychleni g~(0;-9,81;0); p [Pa] tlak; p,,
[Pa] tlak nad hladinou nadoby (atmosféricky tlak); H [m] vyska hladiny vody v
nadobg; x, y, z [m] soufadnice; p [kg-m™] hustota vody.

y

Cirkulace vektoru je ve vektorové analyze myslena integrace
souc¢inu vektoru a jednotkového vektoru sméru po uzaviené
kiivee, viz Rovnice 53. Jestlize je vektor a~ soucasné gradientem
potencidlni funkce, pak to znamend, Ze tato cirkulace musi byt
rovna nule, protoze pocate¢ni hladina integrace je stejna jako
konecna, viz Integral 52.

= -SSK Fds [ cirkulace vektoru.

Vlastnosti cirkulace vektoru se vyuziva v mechanice
kontinua ke zkoumani vektorovych poli ve vySetfované oblasti.
Chceme-li zjistit o vektorové veli¢iné a~ zda je gradientem
néjakeé potencidlni funkce, tak jedna z mozZnosti je provést jeho
cirkulaci a z vysledku rozhodnout zda se jednd ¢i nejednd o
gradient potencidlni funkce. Jestlize by se ale cirkulace nerovnala
nule, neznamena to hned, Ze jsme narazili na vektor, ktery neni
gradientem potencidlni veli€iny. Vzpomenime na definici
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54:

Vztlak

Polomér potencidlniho
viru

Vektorova velicina vs.
skalarni veli¢ina

Nepotencialni
vektorové pole

Skalarni pole
potenicalni veli¢iny

gradientu potencialni funkce, kde je podminkou, aby potencialni
funkce byla definovana v celé vySetfované oblasti Q. TakZze staci,
aby uvnitf kfivky, podle které provadime cirkulaci vektoru,
existoval jediny bod (nebo oblast, naptiklad ryba v rybnice), kde
nema potencialni funkce fesSeni a cirkulace vektoru je riznéd od
nuly [Mastovsky, 1964, s. 220]. Pokud ale tvar kiivky, po které
integrujeme upravime tak, aby tuto nedefinovanou oblast
obchazela, tak cirkulace opét vyjde nula (viz ptiklady
potencialniho proudéni na Obrazku 54). VSimnéte si, ze cirkulace
rychlosti po kiivce L v obou piipadech je rizna od nuly, protoze
uvnitt je téleso (profil), respektive stied-S, ve kterém neni
rychlost V' definovana. V ptipadé¢ Obrazku 54(b) se potencialni
proudéni po soustfednych kruzich s uvedenou rovnici pro
rozlozenim rychlosti nazyva potencialni vir.

T r. "f-\--\---‘.
. 7 e -.II.I. Y
N Cpr AN
/ = e Tw
- -

YYYY VYY)

III,-" [ 5. |/
___‘| Il._ Q}{ <

-

— T - — Tl
ﬁsk Vds=0, SSL vds=0"— V= r ES

(a) cirkulace rychlosti kolem obtékaného télesa; (b) potencidlni vir. a, [m*-s']
konstanta; ¥, [m's'] obvodova slozka rychlosti; K, L-kfivky, po kterych je
provedena cirkulace rychlosti. Vice informaci o potencidlnim viru a odvozeni
rovnice pro obvodovou rychlost je uvedeno v Ptiloze 11.

Na druhou stranu, vime-li zcela jisté, Ze vySetfovana
vektorova veli€ina je gradientem néjaké potencialni funkce a jeho
cirkulace je pfesto rlizna od nuly, pak to miize znamenat, Ze
uvniti kiivky, podle které cirkulace byla provedena je téleso.
Hodnota cirkulace vektoru je pak udaj jeho né&jaké
charakteristické vlastnosti (naptiklad v aerodynamice se jedna o
vztlak). V pfipad¢ potencialniho viru je to tdaj o poloméru
integrac¢ni kiivky od jeho stfedu, ve kterém nelze definovat
rychlost, viz Obrazek 54(b).

V technické praxi se mizeme setkat s ptipady, kdy néjaka
veli¢ina je potencialni, protoZze je funkci pouze soufadnic, ale
soucasn¢ jeji vektor nevytvaii potencialni vektorové pole.
Typickym piikladem jsou veli¢iny, které zname jak skalarni tak 1
vektorové. Naptiklad lamindrni proudéni v potrubi, jehoZz
rychlost je funkci pouze soutfadnic (kvadraticka funkce), ale
vektor rychlosti neni gradientem potencidlni funkce. Samoziejmé
gradient rychlosti uz potenciadlni vektorové pole vytvafi, viz
Uloha 12. To plati i $ifeji pro rizné druhy veli¢in, kdy ve



https://engineering-sciences.education/prilohy.html

TECHNICKA MATEMATIKA 1.41

Uloha 11:

Potencialni vir

Uloha 12:

Laminarni proudéni

Potencial vektoru

Potencial gravitacniho
zrychleni

Potencialni proudéni

Potencial vektoru
rychlosti

Proudnice

Nepotencialni proudéni

Uloha 13:

Potencial vektoru
rychlosti

Proudnice

vymezené oblasti kontinua se mohou nalézat veliiny tohoto
kontinua potencialni a nepotencialni.

Urcete rovnici pro stanoveni obvodové slozky rychlosti tekutiny,
ktera se pohybuje po kruhové draze kolem stfedu S.
Ptredpokladejte, ze toto proudéni je potencialni — jedna se o tzv.
potencialni vir. Re$eni tlohy je uvedeno v Piiloze 11.

Urcete gradient rychlosti laminarniho proudéni a stanovte rovnici
pro prirtstek rychlosti. Provedte cirkulaci vektoru rychlosti
laminarniho proudéni po uzaviené kiivce a rozhodnéte, jestli ma
vektor rychlosti potencial. Reste ptipad laminarniho proudéni v
potrubi, ve kterém je rozlozeni rychlosti podle ptfilozené rovnice.
Reseni ulohy je uvedeno v Piloze 12.

ri Obrazek k Uloze 12: ¥~ [m-s'] rychlost
|I s . |: na po¢itaném poloméru; V-~ [m-s™]
[ Y | V. . stfedm’v rychlost proudénvi; r [m’]
| , = | V:2F|._.r§—r | polomér; r, [m] polomér potrubi.
L= = | = Rovnice je pfevzata z ¢lanku Vnitini

tfeni tekutiny a vyvoj mezni vrstvy [Skorpik, 2023a]

Jestlize vektor a™ je gradientem potencialni funkce u (a7=V
u), pak lze zjistit pivodni funkci popisujici veli¢inu u podle
Vzorce 51. Respektive lze psat du=a,dx+adyta,dz a integraci
ziskat funkci pro u, kterou nazyvame potencidlem vektoru a™.
Napftiklad vime, Ze vektor gravitacniho zrychleni Zemé vytvari
také potencidlni vektorové pole a existuje tedy 1 potencial
gravita¢niho zrychleni apod.

VySe uvedeny poznatek lze aplikovat tieba na potencialni
proudéni. Bude-li vektor rychlosti proudéni V7(V,, V,, V)
gradientem funkce u, pak lze z funkce u sestrojit skalarni hladiny
(u=konst., du=0) a kolmo k témto hladindm lze sestrojit i
proudnice takového proudéni, jak nazorné ukazuje Uloha 13, viz
také ptriklady v [MaStovsky, 1964, obr. 208], [Macur,
2010, s. 388]. Naopak, u nepotencialniho proudéni nejsou
proudnice kolmé na hladinu rychlosti.

Odvodte tvar funkce u jejiz gradient je vektor rychlosti
potencialniho proudéni V”(V,; V,; V,) a rovnici pro proudnice
takového proudéni, respektive definujte vlastnosti proudnice.
Uvazujte proudéni v roving, viz pfilozeny obrazek. Reseni ulohy
je uvedeno v Ptiloze 13.
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V= [m-s'] rychlost a jeji
slozky; u [m?-s]
potencialni veliina, ktera
je funkci polohy - jeji
gradient je vektor rychlosti
proudéni; y-proudnice
(trajektorie proudéni); n-
normala kiivky proudnice.

Uziti divergence vektoru v rovnicich zachovani

Definice divergence
vektoru

55:

Rovnice kontinuity

Stacionarni proudéni

Divergence vektoru je soucet derivaci jednotlivych slozek
vektoru a”(a,, a, a,) vysledkem je tedy Cislo neboli skalar
[Rektorys et al., 2003, s. 228], viz Vzorec 55.

(a) div a—Da"+—i+Da’—\_‘
éx &y @8z

1ulral 1:?::1,Ei da,

{b} div a:F _1dirj= 1= 8¢

&
e el B o e Y
roar rDI‘?J &a

=V

(a) v pravouhlé soustaveé souradnlc; (b) ve valcové soustavé soufadnic. V pripadé
divergence ve valcové soustavé soufadnic se vychazi z Rovnice 42 pro parcidlni
derivace ve valcové soustave soutadnic.

Divergence vektoru se pouziva pro bilance objemu tekutiny
v okoli vySetfovan¢ho bodu pfi staciondrnich stavech. Napiiklad

Nestaciondrni proudéni o i 4~ vektor pratoku tekutiny jednotkovou plochou

Zakon zachovani toku

stacionarniho proudéni (a~=p -V, kde p [kg'm™] je hustota), pak
soucet derivaci slozek tohoto vektoru bude roven nule div a—=0.
To znamena, Ze snizi-li se priitok v jednom nebo dvou smérech,
musi se v dalSim sméru/smérech zvysit, aby byl celkovy pritok
kolem vySetfovaného bodu zachovan [Rektorys et al.,
2003, s. 228]. Proto lze divergenci vektoru pouzit pro zapis
rovnice kontinuity. Jestlize by byla divergence tohoto vektoru
rizné od nuly, pak to znamena, Ze se v okoli vySetfované¢ho bodu
méni mnoZstvi tekutiny, respektive se méni hustota — jedna se o
nestacionarni proudéni. V takovém ptfipadé¢ bude hodnota
divergence odpovidat zméné hustoty tekutiny v tomto bodé¢ v
case. Divergenci lze ale také pouZit pro prostorovy popis zdkona
zachovani jakéhokoliv druhu toku.

Tenzor a jeho interpretace v technice

Tenzor vs. vektor

Pti feSeni nékterych uloh v mechanice kontinua jiz
nevystatime pouze s vektorem a jeho tfemi slozkami. V
pfedchozim piipadu, kdyZz jsem probirali divergenci, tak jsme
sledovali zmény jednotlivych sloZzek vektoru pouze v jejich
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smérech, ale v tenzorovém poctu se sleduji 1 zmény slozek ve

zbyvajicich dvou smérech.
Slozky tenzoru Tenzorovy pocet umoziuje sledovat piirtistky slozek vektoru

ve vSech smérech, tedy du,,, du,,, du,, du,,, du, du,, du,, du,,
du_ (prvni index oznaCuje proménnou, podle které derivujeme,
druhy index oznacuje smér piirtstku), mizeme takovou funkci
derivovat nejen ve smeéru proménné, ale 1 kolmo na ni —
jednotlivé ptiriistky miizeme nazvat slozkami tenzoru, podobné
jako jsou sloZky vektoru a zapsat je do matice, kterou nazyvame
tenzorem. To znamend, Ze pfirtistek v kazdém sméru je jesSté
zavisly na zbyvajicich dvou soutadnicich, jak je ukazano na
Obrazku 56. Tenzor v prostoru ma devét slozek (ale mimo
ttirozmérny prostor lze stanovit 1 vétsi tenzory [Rektorys et al.,
2003], [Macur, 2010]).

56: A
A VrdY,
A VirdVl
V+dV |
y V,+dV,, : -3 f dv,, dv,, dV_ \
- H d}l' |I I|I
- x Vx‘"dvz}-’(ﬂ"" _____ - :__._ ________ I_:I _______ | T de deﬂ de |
Z - il ||I |
V +dV \ /
rdv, L..W._Jx&'z \dV,, dV,, dV_|

Ptiklad znazornéni slozek tenzoru: vlevo-Je znam vektor rychlosti v okoli bodu P,
ktery ma tfi slozky V,, V, a V, a zajima nas zména téchto sloZek v malé vzdalenosti
od bodu P. V takovém ptipadé se slozka ¥, zméni pii posunuti ve sméru osy x od
dV,,, ve sméru osy y od dV a ve sméru osy z od dV, apod. pro ostatni sloZky. Pro
zachovéni prehlednosti nejsou na obrazku zakresleny pfirstky slozky rychlosti V,.
vpravo-Zapis tenzoru pfirastkl rychlosti.

Tenzory se pouzivaji naptiklad pro kompletni popis napéti a

Napéti deformace télesa. Nicméné, jak uz bylo v pfedchozim odstavci
Deformace uvedeno tenzory nepiedstavuji jen formu zapisu, ale také redlné
Rotace vektoru souvislosti o zménach vySetfované veliCiny, jak ukazuje

naptiklad veli¢ina rotace vektoru, jejiz podstata a odvozeni je v
nasledujici kapitole.

Rotace vektoru jako nastroj k odhaleni virového pohybu

Jestlize jsou prirGstky veli¢in v paralelnich smérech

Nerovnovaha nenulové, pak to znamend, Ze kolem vySetfovaného bodu muize
Virovy pohyb nastat silova nerovnovaha, ktera kontinuum deformuje, nebo v
Turbulence ptipadé tekutin mize dokonce rotovat kolem vySetfovaného bodu

— pak bychom hovofili o virovém pohybu tekutiny neboli
turbulenci.
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Ug%gxi ;Ytshk’“ Rotace tekutiny muZe nastat, jestlize pfiristky slozek
rychlosti mimo normalové sméry jsou nenulové. Z jejich
velikosti lze vypocitat i uhlovou rychlost otaceni tekutiny.
Uhlovou  rychlost otadeni elementu tekutiny kolem
vysetifovaného bodu P lze stanovit velmi snadno — podivejme se
na Obrazek 57, kde je zobrazen element tekutiny zjistujeme zda
se bude otacet kolem bodu P, ktery se nachdzi v jeho pravém
dolni rohu (uvazujeme pro jednoduchost rotaci jen kolem osy z).
Obecné se uhlova rychlost rotace stanovi jako podil obvodové
rychlosti ku ramenu (vzdalenost od osy rotace zapsano ve tvaru
w=U"r", kde w [rad-s"'] je Gthlova rychlost; U [m's™] je obvodova
rychlost — viz také Vzorec 19; » [m] je rameno). V piipad¢
vysetiovani rotace v nejbliz§im okoli bodu P, kde je rychlost
tekutiny V=(V,, V,, V,), musi obvodova rychlost odpovidat
piirGstku rychlosti na ramenu rovnu diferencialu vzdalenosti od
bodu P. Samoziejmé, ze v piipadé vySetfovani rychlosti proudéni
tekutiny ma vySetfovani jeji rotace smysl pro tak velké okoli
bodu P, kdy se neprojevi termokineticky pohyb molekul nad
pohybem proudéni latky jako celku.

57: del @ o :_dVE:_EVx
*Tody ey
dv
¥
, ™ ) 0= =20
. C) =+ "]
(7% = [ ay

(a) uhlova rychlost rotace elementarniho objemu podle prirtustku slozky rychlosti
V. ve sméru osy y; (b) uhlova rychlost rotace elementarniho objemu podle
prirastku slozky rychlosti ¥, ve sméru osy x; (c) piirtistky od jednotlivych slozek
rychlosti i velikost ramen se mohou meénit a tedy i thlové rychlosti (v tomto
pripad€ pasobi dokonce proti sob¢), proto vysledna thlova rychlost se bere jako
jejich primér. Viz také postup v [Mastovsky, 1964], [Garaj, 1957], [Hemzal,
2001, s. 1-3]. Prirastky dV,,, respektive dV,, a dV,, nemohou byt obvodovymi
rychlostmi, protoze jejich smér prochdzi bodem P, nemaji k tomuto bodu rameno.

Definice rotace vektoru VySetiovani rotace nejen kontinua, ale tfeba i energetickych

Virové vektorové pole  po]i je natolik pouzivana operace, Ze pro tento uéel vznikl obecny
vzorec zvany rotace vektoru odvozeny a uvedeny pod oznaceni
Vzorec 58. Vektorové pole (v nasem piipad€ nejcastéji rychlosti)
s nenulovou rotaci se nazyva virové vektorové pole [Garaj,
1957, s. 202].
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Nevirovy a virovy
pohyb tekutiny

58:

Potencialni vektorové

pole

Potencialni proudéni

Virovy vs. nevirovy
pohyb tekutiny

Setrvacnik vs.
potencidlni vir

59:

60:

. [fa, da da, fa,\- [da, da, |- — .
(a) rot 3=| ———1 | - k=Vx3
8y &z 8z éx| \éx @&y,
. (1éa, sa, |- (fa da.\- [1é(ra) 18al- _
(b) rot 5=(15% C8 |7, [0S O3, [101"%) 1%k _yx3z
réd ga da éar r ér réd

¥ \ x x

(a) rotace vektoru v pravouhlé soustavé soutadnic; (b) rotace vektoru ve valcové
soustave souradnic. Ve vzorcich pro rotaci vektoru chybi (respektive se vynechava)
pred kazdou slozkou konstanta 1/2 takze, jestlize je rotace vektoru na vySetfované
oblasti Q nenulova rot a”#0~ znamena to, Ze latka ve vySetfovaném bodé¢,
respektive v jeho okoli se otac¢i kolem tohoto bodu jako celek, pficemz délka
vektoru rot a~ je dvojnasobek uhlové rychlosti této rotace (2-w) a vektor a— je
rychlost latky. Odvozeni rotoru rychlosti je v Ptiloze 19.

Dosazenim definice gradientu funkce do rovnice rotace
vektoru lze velmi snadno odvodit, ze rotace potencialniho
vektorového pole je nulovd (Rovnice 59). Znamena to, Ze pfi
potencialnim proudéni jednotlivé elementarni objemy tekutiny
nerotuji, pouze konaji posuvny pohyb, fikdme mu nevirovy nebo
téz translatni pohyb, naopak jiny druh proudéni, kdy se
elementarni objemy pii pohybu natd¢i nebo pifimo otaci se
nazyva virovy pohyb. Oba pohybu jsou nazorn¢ porovnany na
Obrazku 60.

d=grad u=rotd=Vx3=0 Dikaz platnosti této rovnosti je proveden

v Piiloze 20.
(a) Ve (b) Ve (a) charakter  nevirového
- k™ proudéni (Caste¢ky proudici
o P, p ( y p

? B ’rB @ latky konaji pouze posuvny

_ =" v > pohyb v celém vySetfovaném

- - objemuy); (b) charakter

virového pohybu — ¢astecky pohybujici se latky se otaci kolem vysetfovaného bodu

B a zarovenn mohou konat i posuvny pohyb (posuvnou ¢ast pohybu lze popsat
potencialni funkci).

Definice nevirového proudéni usnadiuje feSeni predevSim
energetickych a silovych bilanci proudéni. Rotace latky ve
vySetfovaném bod¢ totiz miize spotfebovavat ¢i produkovat
energii, kterd ovliviiuje 1 posuvny pohyb, proto jsou-li tyto vlivy
malé Ize s dostateCnou presnosti aplikovat rovnice nevirového
proudéni 1 na proudéni, které oCividn€ nevirové neni, naptiklad
ptipady rot a~=konst., rot a~”=0 v celém vysetfovaném objemu.

V technické praxi se 1ze velice Casto setkat s pohybem latky
po kruznici nebo trajektoriim blizkym kruznicim. Typickym
piikladem je osové symetrické proudéni ¢i rotace disku
setrvacniku. Zatim co lze dokézat, Ze rychlostni pole hmoty
setrvacniku vytvéati virové pole (ano je skutecné¢ tomu tak a
jakykoliv vybrany elementarni objem setrvaéniku rotuje tthlovou
rychlosti odpovidajici Uhlové rychlosti setrvac¢niku), tak
potencialni vir samoziejmé takové pole nevytvaii (Obrazek 61) a
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61:

rotor rychlosti v potencidlnim viru je roven nule [Mastovsky,
1964, s. 219].

i« (3)

=
-

-
_G_.
- -

O+~

$ Vd3<0  V=ro

(a) charakteristika pohybu tekutiny v potencialnim viru kolem stfedu S; (b) rotace
hmoty setrvac¢niku (hmota v bezprostfednim okoli jakéhokoliv bodu setrva¢niku
rotuje kolem osy rotace s thlovou rychlosti w), rot V~#0; (c) rovnice pro kruhovy
pohyb pevného disku setrvacniku je pfevzata z [Machéacek, 1995, s. 42] — tato
rovnice je odliSna od rovnice pro potencialni vektorové pole rychlosti, takze
vektorové pole rychlosti nemiize byt nevirové, Ize také dokazat, Ze uvedena rovnice
pro rychlost neni gradientem zadné funkce, proto i cirkulace rychlosti po uzaviené
ktivee K je rizna od nuly.

Matematické stroje neboli pocitace

Univerzalnost
matematickych
postupti

Alan Turing
Program

Instrukce

Operacni znak
Adresa

John von Neumann

Blokové schéma
univerzalniho
pocitace

Matematické postupy se vyznacuji svou univerzalnosti,
proto neni divu, ze se postupné objevovaly vahy do jaké miry
lze sestavit stroje, které by samy pocitaly — vynechme riizné
pomiicky a strojky pro zakladni aritmetické operace. Touto
otazkou se zabyval i anglicky matematik Alan Turing (1912-
1954), ktery dokéazal ze feSeni matematické ulohy lze provést
strojem lze-li ji zapsat do tzv. programu [Mares, 2006, s. 305],
[Gleick, 2013, s. 171], [Naumann, 2009, s. 371]. Program je
postup vypoctu pro stroj, jeho elementarni jednotkou je instrukce
neboli pokyny pro stroj jakou operaci ma provést zapsané
v potfadi v jakém se budou provadét. Kazda instrukce musi
obsahovat jeden opera¢ni znak (kazda samostatna operace, které
je stroj schopen ma svoje Cislo, kterému se fika opera¢ni znak) a
adresu jednotky pocitace, ktera ma operaci provést (kam ho
ulozit — do jaké ¢asti pocitace) nebo naopak odkud vzit tidaj pro
zpracovani.

Strojovy celek schopny pracovat podle programu se nazyva
univerzalni samocinny pocita¢. Takovy matematicky stroj
obsahuje = minimalné¢ pét samostatnych mezi  sebou
komunikujicich jednotek: fadi¢, opera¢ni pamét, vstup, vystup,
operacni jednotku, viz Obrazek 62.
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Radi¢

Operacni pamét’

Vstup

Vystup

Operacni jednotka

62:

R-fadi¢; OP-operacni
= pamét’; I-vstup; E-vystup;
- OlJ-operacni jednotka;
; A CPU-centralni procesorova
Y ; Y Y jednotka (Central
5 : Processing Unit). Jedna se
; o schéma pocitace, které
i navrhl americky matematik
Y 5 John von Neumann (1903-
: 1957). Tento typ pocitace
: obsahuje pét jednotek,
ECPU takze instrukce programu
"""""""""""""""""" muze mit pét raznych

adres. Existuji i1 jind blokova schémata pocitace, ale velmi podobna.

Radi¢ je jednotka, ktera je schopna piedist program. Na
zéklad¢ instrukci v programu rozesild pozadavky do dalSich ¢tyt
jednotek. Existuji pocitace, které nemaji cestu z operani paméti
do fadice. U téchto pocitacl je program ulozen v tfadi¢i a nelze
ho ménit nebo mé sviij vlastni vstup pro zménu programu z
vnéjsku. Tak tomu bylo 1 v ranych dobach stavby pocitaci.
Soucasné pocitace obsahuji 1 n¢kolik ¢asoveé synchronizovanych
fadi¢ii. Konstrukce tadice je uvedena napiiklad v knihach
Matematické stroje, Vzor v kameni [Gecsei et al., 1964, s. 154],
[Hillis, 2003].

Operacni pamét, diive jen pamét, je schopna uchovévat
Cisla, tj. mezivysledky, vysledky a i program, ktery je také napsan
ve formé Cisel. Do ni miliZze zapisovat fadi¢, operacni jednotka
1 vstupni zafizeni. Od fadi¢e mlze dostat piikaz k odeslani ¢isla
do vystupni jednotky.

Vstupem do zafizeni se rozumi zatizeni, kterym se dostavaji
Cisla nebo 1 program do paméti (napiiklad kladvesnice, méfici
¢idla apod).

Vystupem ze =zafizeni se rozumi zafizeni, kterym se
ukladaji/zobrazuji/zapisuji kone¢né vysledky (naptiklad tiskarna,
monitor, pamet apod). Vstupy a vystupy urcené pro lidské
smysly jsou tomu uzpisobeny.

Operacni jednotka je zafizeni, jehoz konstrukce zvlada
pocetni operace jak zdkladni aritmetické tak logické, proto se ji
také tika aritmeticko-logickd jednotka. Pocet operaci, které tato
jednotka zvladne pifimo je déna jeji konstrukci. Obvykle umi
piimo zakladni aritmetické operace. Naptiklad pokud ma obvody
pro nasobeni, tak ndsobi pfimo (v programu je napsano nasob
dvé Cisla a operacni jednotka vi jak to ma udé€lat — ma pro to ¢islo
operace). Jestlize obvod pro ndsobeni nemd musi program
obsahovat 1 postup néasobeni obvody, které k dispozici ma.
Dnesni pocitate mohou obsahovat 1 nékolik operacnich jednotek.
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Operacni kod

Turingiiv stroj

Analogové pocitace

Cislicové/digitalni
pocitace
George Boole

Zapis programu
Programovaci jazyk
Kompilaéni program
Radi¢

Software

Konstrukce operacni jednotky je popsédna napi. v knize
Matematické stroje [Gecsei et al., 1964, s. 148].

Mnozstvi operaci, kterych je matematicky stroj schopen
zélezi na jeho konstrukci. Seznam téchto moznych operaci se
nazyva operaéni kod. Cim vétsi je operadni kod stroje tim je
rychlejsi a jeho programovani snaz$i na druhou stranu je
by dokazal splnit jakkoliv slozity vypocet — cokoliv lze spocitat
to spocitat dokaze — by mél operacni kod o velikosti 6. Takovy
stroj dnes nazyvame Turingovym strojem.

Turingiiv stroj by obsahoval fadi¢ s programem, nekone¢nou
pasku pro zépis/¢teni vysledkl, ¢teci, zdznamové, posouvaci a
mazaci zafizeni. Na pasce by byl zdznam ve dvojkové soustave,
ktera je minimalisticka co se tyka mnozstvi potiebnych znaki
[Gleick, 2013, s. 169]. Operac¢ni kod by vypadal takto: (1) posun
pasky o jedno policko doleva; (2) posun pasky o jedno policko
do prava; (3) zaznamenat symbol 0; (4) zaznamenat symbol 1;
(5) smazat zaznamenany symbol; (6) zastavit se [Gecsei et al.,
1964, s. 87]. Jedna se o jednoduchy stroj, ale jeho programovani
by bylo obtizné a Glohy by plnil velmi pomalu.

Z pohledu fungovani, lze pocitace rozdélit jest€¢ na
analogov¢ a Cislicové neboli digitalni.

Analogové pocitace pracuji na principu velikosti signald,
kterym mutize byt sila, napéti, tlak, posun apod. Napiiklad pro
nasobeni by mohlo byt pouzivano logaritmickeé pravitko, u
pocitace by byl nachylny na chyby a poruchy [Gecsei et al.,
1964], které by souvisely s ptesnosti vyroby a dnes se prakticky
pouzivaji jen jako neuniverzalni jednotcelové stroje, napiiklad
pro regulaci.

Cislicové pogitade pracuji na principu néjaky signal/zadny
signal (posun, napéti, tlak, sila) , respektive rozliSuji pouze dva
stavy a nikoliv silu signalu. Pocitani pouze se dvéma moznymi
stavy lze diky Booleovy algebie [Gecsei et al., 1964, s. 105].
Tuto algebru vytvofil anglicky matematiky George Boole (1815-
1864) pi1 popisu se obvykle tyto stavy oznacCuji symboly ¢i
vyrazy 0/1, ano/ne apod.

Velikost a zplsob zapisu programu pocitace zavisi na jeho
operacnim kodu pifipadné 1 na vyrobci. Béhem desitek let vyvoje
pocitacli ale dosSlo k vyvoji normovanych programovacich
pfikazi neboli vzniku programovacich jazykid, téch je vice.
Takovy programovaci jazyk je 1épe srozumitelny lidem pouZitim
mnohem Sir§i sady symboli nez 0/1 (nejcastéji zkratky
anglickych slov). Program napsany v tomto jazyce potom jiny,
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Matematicky softwar

Analytické vypoctové

metody

Numerické metody

Pfimé numerické
vypocty

63:

tzv. kompila¢ni program, automaticky ptepisuje do konecného
programu pro pocita¢. Dfive se vkladal program piimo do fadice
dnes ho tam vklada automaticky specialni program. Programové
vybaveni pocitaCe se cizim, ale frekventovanym, slovem nazyva
software.

Hlavni pfesnou vypocetni pomiickou technika je pocitac
piipadné¢ kalkulacka. Z pohledu uzivatele neni podstatnd samotna
konstrukce a princip matematickych strojti, ale jejich zptisob
komunikace s uzivatelem, tj. forma zadani a forma vysledki, coz
zajistuje v tomto piipadé matematicky software. Matematicky
software lze rozdélit podle vypocCetni metody, pro kterou je
primarné urcen, témito metodami jsou analytické vypocetni
metody a numerické vypocetni metody. Obé metody muze
provadét i Clovék "rucng", ale zejména u téch rozsahlych
numerickych uloh bude mnohem pomalej$i nez pocitac.

Software pracujici s analytickymi metodami pracuje piimo
s funkénimi zéavislostmi mezi jednotlivymi proménnymi a vztahy
mezi nimi. Pozadovanym vysledkem je novy tvar funkcni
zavislosti. Napiiklad analytické feSeni rovnice a,"x+a,=a, je x=
(a;-a,)/a,.Cely proces probiha v n¢kolika krocich, kdy vypoctar
zada tvar rovnice, definuje co je konstanta, co proménna a jaky
tvar vysledku je pozadovan (v tomto piipad€ vyjadieni proménné
x) a nasleduje krok softwaru, ktery vygeneruje feSeni, viz
Obrazek 63. Pocet nutnych kroki se podle softwaru muize lisit,
velmi zdlezi na tom jakou vlastnost software pfifazuje
jednotlivym znaktim, které lze pifi zapisu rovnice pouzit.
Ptedstavitelem tohoto typu softwaru je naptiklad Maple (Maple,
Computer Algebra Systems; Maplesoft™). Tento typ softwaru
obvykle dokaze zpracovat vétSinu algebraickych uloh a naptiklad
umi nalézt feSeni 1 neurCitych integrali apod. Jestlize je
pozadovan Ciselny vysledek sta¢i zadat hodnoty konstant.

01: ax=b 04 b=con Zakladni kroky pfti feSeni rovnice
02: x=var 06 x=7 analytickym softwarem: Na obrazku
03° a=con ] bk je analytické feSeni linedrni rovnice

07 XZE 0 jedné neznamé, ktera je uvedena

na Obrazku 32. Zkratka var
oznacuje proménnou; zkratka con konstantu.

Software pro numerické vypocetni metody se obvykle
omezuje pouze na ¢iselné feSeni zadané tlohy (bez algebraickych
uprav). K tomu vyuzivd bud pfimé metody vypoctu, nebo
iterani metody vypoctu.

V ptipad¢ pfimé metody vypoctu musi byt zadan vypocetni
vzorec v pouzitelné podobé, napiiklad x=(a;-a,)/a,. Vycisleni
miliZze probéhnout zaddnim konstant a, ;. Mezi typické softwary
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Tabulkovy procesor

64:

Neprimé (iterc¢ani)
metody

Metoda kone¢nych
prvki

Nepiima metoda
Monte Carlo

Uloha 14:

podporujici 1 pfimé numerické vypocty patii tabulkové procesory,
ve kterych se jednotlivé konstanty a vzorce zadavaji do bunék
s unikatni adresou, viz Obrdzek 64. Tabulkovym procesorem je
napfiiklad produkt Calc, ktery je soucasti kancelafskych baliki
OpenOffice.org a LibreOffice nebo Exel z Microsoft Office.

01: 3=a, A = Kroky pfi vypoctu vzorce

02: 1=a, 1 a1 3 numerickym softwarem

03: 7=a, 2 az 1 uZitim  pfimé metody:

a,—a, 3 a3 7 vlevo-obecny Zapis;

04 =2=x = vpravo-zplisob zéapisu
a, - x =(B3-B2)yB1 VP p p

v tabulkovém procesoru.

Mezi software uréeny pro iteracni metody patii 1 softwary
metody koneénych prvkit (MKP) pouzivané v mechanice
kontinua pro zjiSténi napéti v soucasti, ¢i tvaru proudového pole
tekutiny a pod. (v téchto piipadech se vypocet ukoncuje po
splnéni okrajovych podminek). VétSina softwarii nedokdze jen
podle tvaru rovnice urcit iteracni metodu (napiiklad porovnanim
podobnosti s jinymi ulohami uloZenych v knihovné softwaru).
Tuto metodu musi vybrat vypoctai vcetné logické podminky
u ptedchozich metod, nicméné lze jej zadat (naprogramovat) i
v tabulkovém procesoru ¢i programovatelné kalkulacce.

Software pracujici na principu metody Monte Carlo
obsahuje algoritmus, ktery nahodné testuje riizna feSeni.
Nasledné matematicky software riznymi postupy dosazuje rtizna
Cisla do rovnice jehoZ teSeni hledd a vyhodnocuje zda se od
feSeni vzdaluje nebo piiblizuje a tak neustile zuzuje oblast, ve
kterém je hledan vysledek. Na typu metody zuZovani oblasti, kde
by mohl lezet vysledek podstatné zavisi konvergence vypoctu,
protoze ¢im je véEtsi oblast, ve které se hleda vysledek, tim je
mensi pravdépodobnost, Ze bude nalezen. V knize Matematické
stroje [Gecsel et al., 1964] piirovnavaji autofi metodu Monte
Carlo k mySlenkovym pochodi ¢lovéka s tim, Ze lidska mysl ma
zatim neznadme metody pro zuZovani oblasti, ve které se nachazi
mnozina moznych feSeni. Je zfejmé, ze metoda Monte Carlo je
nejvice narocnd na rychlost hardwaru pocitace. Pomoci této
metody se tesi 1 diferencialni rovnice.

Sestavte jednotlivé kroky vypoctu dekadického logaritmu cisla
324 s presnosti na Ctyfi desetinnd mista, které nasledné preved’te
do vami zvoleného programovaciho jazyka. Vyuzijte k tomu
nekoneCnou ftadu pro stanoveni pfirozené¢ho logaritmu, viz
piilozena rovnice. Reseni Gllohy je uvedeno v Pfiloze 14, (feeni
obsahuje zapis v programovacim jazyce, ktery pouZiva
kalkulacka HP 35s).



https://engineering-sciences.education/prilohy.html
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Vzorec nekonecné fady pfirozeného logaritmu [Rektorys et al., 2003, s. 625]
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