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VNITRNI TRENI TEKUTINY A VYVOJ MEZNI VRSTVY 7.3

Proudéni tekutiny

Vznik a vyvoj Entropie proudici tekutiny se zvySuje, coz je zpusobeno

rychlostniho profilu v Y v 7 . . o T I TV

fandiln v disledin vnitfnim tfenim tekutiny, které zplsobuje, Ze €ast jeji kinetické

vnitiniho treni energie se transformuje na vnitini tepelnou energii tekutiny (dale
oznacovana jako ztratové teplo). DalSimi projevy vnitiniho tfeni
je tlakovd ztrata pii proudéni tekutiny kandlem a nizsi rychlost
proudéni u okrajii kanélu a vyssi v uprostied kanalu — rozlozeni
rychlosti tekutiny ve vySetfovaném fezu kanalu nazyvame
rychlostni profil. Nicméné rychlostni profil se vyviji postupné.
Na Obrazku 1 je znazornén postupny vyvoj rychlostniho profilu
tekutiny v potrubi na vytoku z nadoby pii plisobeni vnitiniho
tfeni. V1iv vnitiniho tfeni zapocne az na vstupu do potrubi, kde
dochazi ke tfeni tekutiny o stény kandlu, tato ztrata kinetické
energie tekutiny se §ifi smérem od stén, a tim se postupné vyviji
rychlostni profil. Soucasné se rychlost proudéni v jadru proudu
zvySuje, aby byla zachovdna kontinuita proudu, protoZze v
blizkosti stén je rychlost naopak velmi nizka. Oblast ovlivnénou
pritomnosti omocené stény nazyvame mezni vrstvou proudéni. V
piipadé uzavienych kanalli se mezni vrstvy protilehlych stran, tak
jak neustale rostou, po ur€ité délce x, spoji.

E-oblast pln& vyvinuté mezni vrstvy. ¥ [m's"'] rychlost proudéni ve vySetfovaném
misté kanélu; ¥ [m-s™] rychlost proudéni na vstupu vySetfovaného useku kanalu; x
vzdalenost od vstupu do potrubi; x, [m] vstupni délka; 6 [m] tloustka mezni vrstvy.

Proudeéni bez treni Za ucéelem zakladnich vypoéta slozitych tloh v proudéni a

idealni tekutiny ror . ST . , ..
porovnavani definujeme ideédlni tekutinu, ve ktera neexistuje
vnitini tfeni a jeji tepelnd kapacita je konstantni. Modely
proudéni s idealni tekutinou jsou k realnému proudéni tim blizsi,
¢im je schopnost skute¢né tekutiny produkovat vnitini tieni
mensi, viz kapitola Proudéni bez tieni.
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Supratekutost Helia

Rozdil mezi
laminarnim a
turbulentnim
proudeénim podle
trajektorie proudeni

Nejblize vlastnostem idedlni tekutiné je kapalné Helium,
které pii teplotach pod 2 K neprodukuje vnitini tfeni, tato
vlastnost se nazyva supratekutost. Supratekutost také umoziuje
existenci navzajem protiproudych proudéni v jednom kanéle bez
vzniku tfeni.

Vyvoj mezni vrstvy a rychlostniho profilu je ovlivnén
druhem proudéni. Existuji dva druhy proudéni podle principu
vzjemné interakce mezi ¢asticemi proudéni a pfenosu kinetické
energie proudu mezi nimi. Jedna se o proudéni lamindrni a
proudéni turbulentni. Pii lamindrnim proudéni vytvari tekutina
rovnobéznd proudova vladkna, piicemz tato vldkna po sobé
klouzaji (v ramci vlakna vytvaii tekutina drobné viry). Tekutina v
sousednich proudovych vldknech se nepromichava. Pri
turbuletnim proudéni jiz nelze identifikovat jednotliva proudova
vldkna a pohyb elementdrnich ¢astic tekutiny je ndhodny—cCastice
z vyS8i energii se presouvaji do oblasti s energii nizs$i a naopak.
Na Obréazku 2 jsou uvedeny trajektorie (proudnice) Castic, které
jsou unaSeny laminarnim proudem a turbulentnim proudem, viz
také¢ fotografie v [Wilkens et al., 2009]. Tyto castice jsou
soucasn¢ vyrazné¢ hmotnéjsi nez molekuly tekutiny, aby nemohla
byt ovlivnéna Brownovym pohybem, ale soucasné na né nema
vyznamny vliv gravitacni zrychleni. Nicmén¢ i1 pfi turbulentnim
proudéni prevladaji nissi rychlosti v blizkosti stén a vyssi v jadru
proudu. O tom za jakych okolnosti 1ze ocekavat laminarni nebo
turbuletni proudéni pojednéava kapitola Turbulentni proudéni.

(a) typicka charakteristika lamindrniho proudu a jeho rychlostni profil; (b) typicka
charakteristika turbuletniho proudu a jeho rychlostni profil.

Stiedni rychlosti proudéni

Velké mnozstvi parametrii proudu tekutiny se pocitd ze stredni rychlost proudeéni,
ktera muze byt vztaZena k rychlostnimu profilu, k hmotnostnimu toku, k hybnosti
tekutiny a nebo ke kinetické energii tekutiny.
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Urceni stredni
rychlosti z rychlostniho

profilu

3:

Priklady rychlostnich
profilu a definicni
rovnice strednich
rychlosti proudeni

Urceni stredni
rychlosti z
hmotnostniho toku

Urceni stredni
rychlosti z hybnosti
tekutiny

Urceni stredni
rychlosti z kinetické
energie

Stfedni rychlost proudéni odvozend z rychlostniho profilu
odpovida stfedni hodnot€ rychlostniho profilu, viz Vzorec 3c.
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(a) rychlostni profil mezi dvéma deskami v pfipadé proudéni bez tfeni; (b)

rychlostni profil mezi dvéma deskami redlné tekutiny. 4 [m*] pritoény priiez;

e, [J-kg'] priméma hodnota kinetickd energie tekutiny; M [N] hybnost tekutiny v

kanéle; m" [kg-s™'] hmotnostni tok; ¥ [m-s™'] mistni rychlost tekutiny; ¥~ [m-s™]

stiedni rychlost proudéni; y [m] soufadnice kolma na smér proudéni; p [kg'm?]
hustota.

Stfedni rychlost proudéni odvozena z hmotnostniho toku ve
vysSettovaném kandle je definovana Vzorcem 3d. Je to tedy
takova rychlost proudéni, pfi které za jednotku Casu proteCe
kanalem stejné mnozstvi tekutiny odpovidajici hmotnostnimu
toku — jedna se nejcastéji uzivanou stiedni rychlost proudéni. Pro
pfipad nestlacitelné¢ tekutiny se hodnoty stfedni rychlosti
stanovené¢ z rychlostniho profilu a hmotnostniho toku rovnaji

( Vm: Vproﬁl) .

Stfedni rychlost proudéni odvozena z hybnosti tekutiny ve
vySetfovaném kanale je definovana Vzorcem 3e. Je to tedy
takova rychlost tekutiny, pii které by dosahovala stejné hybnosti
(sila, kterou pilisobi paprsek tekutiny na kolmou desku) jako
skute¢ny proud tekutiny s rychlostnim profilem.

Stiedni rychlost proudéni odvozenda z kinetické energie
tekutiny ve vySetfovaném kandle je definovana Vzorcem 3f. Pti
této rychlosti by proud dosahoval stejného vykonu jako skute¢ny
proud s rychlostnim profilem — pouZivd se v energetickych
bilanci, napiiklad pomoci Bernoulliho rovnice, ve které
vystupuje kinetickd energie tekutiny.
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Tloust’ka mezni vrstvy

Tloustka mezni vrstvy se vyhodnocuje z pohledu jejiho viivu na hmotnostni tok
(Posinovaci tloustka), hybnost (Impulsni tloustka) a energii vysetirovaného proudu
(Energeticka tloustka). Tyto tloustky jsou také pouZity pii reseni Ulohy 1.

Vypocet tloustky mezni Ekvivaletni pritocny prufez, kterym by protékala pracovni
;Orz;"y z hmotnostniho o1 \1tina maximalni rychlosti a hmotnostnim toku rovnajici se
rozdilu mezi pratokem bez tfeni a skute¢ném priitoku se nazyva
posinovaci tloustka mezni vrstvy, viz Rovnice 4a.
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4: (a) posinovaci tloustka; (b) impulsni tloustka; (c) energeticka tloustka; (d) definice
Definicni rovnice hranice ovlivnéné oblasti v piipadé obtékani profild. 4* [m?] pritoény prifez
charakteristickych posinovaci tloustky mezni vrstvy; A** [m®] prto¢ny prifez impulsni tloustky
tlostek mezni vrstvy mezni vrstvy; A*** [m’] prito¢ny prifez energetické tloustku mezni vrstvy;
V... [m's'] maximalni rychlost proudéni; ¥, [m's"] natokova rychlost (rychlost
pred obtékanym profilem). Rovnice jsou odvozeny v Piiloze 6.
Vypocet tioustky mezni Ekvivaletni priatocny prufez, kterym by protékala pracovni
Z;anihy bosti tekutina maximalni rychlosti o hybnosti rovnajici se rozdilu mezi
hybnosti tekutiny bez tfeni a skute€nou hybnosti tekutiny se
nazyva impulsni tlouStka mezni vrstvy, viz Rovnice 4b.
Vypocet tloustky mezni Ekvivaletni pritocny prifez, kterym by protékala pracovni

vrstvy z kinetické

: : tekutina maximalni rychlosti o stejné¢ kinetické energie jako je
energie tekutiny

rozdil mezi kinetickou energii tekutiny pfi proudéni bez tteni a
kinetickou energii tekutiny pifi proudéni se tfenim se nazyva
energeticka tloustka mezni vrstvy, viz Vzorec 4c.

Definice tloustky mezni Charakteristické tloustky mezni vrstvy v okoli osamocenych

thev/fa;;pg;lpt‘;ﬁ profild a téles stanovuji k natokové rychlosti, pfi¢emZ hranice
ovlivnéné oblasti, ke které se stanovuje prutok, je ve vzdalenosti,
ve které je rychlost proudéni uz velmi blizkd natokové rychlosti
(natokova rychlost dosahuje 99 % rychlosti V), viz Obrazek 4d.
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Aplikace
charakteristickych
tloustek mezni vrstvy

Viskozita

Uvedené definice charakteristickych tlousték se pouzivaji pii
porovnavani riznych typi kanidlu mezi sebou z pohledu
rychlosti, hybnosti a energetickych ztrat, protoze jsou aplikace,
kde je dulezita, naptiklad, co nejmensi ztrata hybnosti a u jiné
energetickd ztrata a podobné.

Viiv vnitiniho treni na rychlostni profil pri laminarnim proudeni lze kvalifikovat
pomoci veliciny zvané dynamicka viskozita (zkrdacené jen viskozita, viz Definice
viskozity). Hodnoty viskozit vySetrovanych tekutin se pouZivaji pro vypocet parametrii
proudu vietné tlakové ztraty.

Definice viskozity

Newtonovska vs.
newtonovskée tekutiny

Newtoniiv zakon
viskozity

Dynamickéd viskozita je pomér mezi teCnym napétim a
tenzorem rychlosti, viz defini¢ni Rovnice 5. Tuto definici zavedl
Issac Newton na zékladé jednoduchého experimentu s vnitinim
trenim tekutiny, ktery je popséan v Ptiloze 7.

A _-z".__F. ,_n
. M=y TTg5 YT
= &
—r -
aF | av
_
-

F [N] tieci sila ptsobici na element; # [Pa-s] dynamicka viskozita tekutiny; z [Pa]

tecné (smykové) napéti mezi proudovymi vlakny zplsobené tieci silou (tfeni mezi

proudnicemi); v [m?-s'] kinematickd viskozita; S [m?] tfeci plochy mezi
vysetfovanymi vlakny.

Tekutiny, u kterych lze uplatnit vySe uvedenou definici
viskozity nazyvame newtonovské tekutiny a naopak tekutiny, ve
kterych se viskozita méni s rychlosti nazyvame nenewtonovské
tekutiny (tekutiny obsahujici vétsi shluky molekul jako koloidni
roztoky, suspenze, emulze gely apod.).

Definice viskozity zapsana Vzorcem 5 vychazi z velmi
jednoduchého ptipadu proudéni v roviné. Jestlize vySetiujeme
proudéni prostorové, kdy se méni rychlostni profil ve vice
smérech, musime vychézet z tenzoru teénych napéti v tekutiné od
vnitfniho tfeni tekutiny (viz Uloha 2). Vztahy mezi jednotlivymi
teCnymi napétimi a viskozitou pii proudéni v prostoru se nazyvaji
Newtonilv zakon viskozity, ktery je uveden napiiklad v [Bird et
al., 1965] pro rizné soustavy soufadnic.
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Hodnoty viskozit jsou
funkci teploty a tlaku

6:
Viskozita vody pri
tlaku 101 325 Pa

7:
Viskozita syté vodni
pary

Rovnice pro vypocet
viskozity smési

Dynamické viskozita tekutin se méfi pomoci viskozimetra,
kterych je né€kolik typi. Vysledky méfeni se uvadi do
termodynamickych tabulek, které se vyuZzivaji pii vypoctech.
Problém ziskdni komplexnich dat hodnot viskozity je v tom, Ze
viskozita tekutin z4visi na teploté a tlaku. Dynamicka viskozita
kapalin klesa s rostouci teplotou a s rostoucim tlakem vzrista.
Vliv tlaku je u vétSiny kapalin nevyznamny, vyjma velmi
vysokych tlaki v fadech megapascalli. Dynamickd viskozita
plynil s rostouci teplotou vzrista a je nezavisld na tlaku, vyjma
extrémné nizkych nebo naopak vysokych tlaktli. Z téchto diivodii
se uvadi dynamické viskozity tekutiny pro technické tcely pouze
v zavislosti na teploté, viz Tabulky 6, 7 vody a pary a Tabulky 9,
10 suchého a vlhkého vzduchu. V ptipadé nedostaku dat lze
vypocitat pfiblizné viskozitu jako sou€in redukované a kritické
viskozity. Redukovana viskozita je funkci tlaku a teploty, viz
grafy v [Bird et al., 1965]. Kriticka viskozita je viskozita latky v
kritickém bod¢.

~

0 10 20 30 40 50 60 70 80
n 1770,2 1303,9 1001,9 797,3 652,6 546,8 466,5 404,2 354,7
v 1769,7 1303,7 1003,3 800,46 657,46 553,2 474,28 413,22 364,84
t 90 100 110 120 130 140 150 160 170
n
v

314,7 281,8 254,7 232,05 212,9 196,54 182,46 170,24 159,55
325,87 293,92 267,84 246,05 227,74 212,22 198,97 187,6 177,78
t [°C] teplota; # [uPa-s]; v [nm*s"']. Hodnoty od teploty 100 °C a vyse jsou pro
sytou vodu, tedy pfi vyssim tlaku odpovidajici syté kapaling.

t 0 10 20 30 40 50 60 70 80

n 9,24 9,461 9,7272 10,01 10,307 10,616 10,935 11,26 11,592
v 1778  1005,8 561,81 329,12 201,15 127,68 83,837 56,747 39,474
t 90 100 110 120 130 140 150 160 170

n 11,929 12,269 12,612 12,956 13,301 13,647 13,992 14,337 14,681
v 28,141 20,511 15,251 11,547 8,8853 7,9770 5,4912 4,3983 3,5615

t[°C]; n [uPa's]; v [nm?-s].

V technické praxi se velmi Casto pracuje se smésmi, jak
plynnymi, tak kapalnymi, které se skladaji ze dvou nebo vice
Cistych latek. Viskozita smési zavisi na molarnich koncentracich
jednotlivych slozek smési, viz Rovnice 8 a také Uloha 3.

sz 6,
n, [Pa's] dynamickd viskozita jednotlivé slozky smési; J, [1] molarni zlomek

jednotlivé slozky smeési. Rovnice je platna pro pripady, kdy jsou jednotlivé
viskozity nezavislé na parcialnich tlacich jednotlivych slozek.
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9:
Viskozita suchého
vzduchu pri 0,1 MPa

10:
Viskozita vihkého
vzduchu pii 0,1 MPa

Vstupni délka

t 20 0 10 20 40 60 80 100 150
n 1628 17,08 17,75 1824 19,04 20,10 20,99 21,77 23,83
v 11,93 13,70 14,70 15,70 17,60 19,60 21,70 23,78 29,50
t 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n 25,89 29,70 33 36,20 39,10 41,70 44,40 46,60 49,30
v 3582 4820 63 7930 96,80 115 135 155 178
t[°C]; 5 [uPa-s]; v [um?-s™].

t 10 20 40 60 80 100
¢ n n n n n n
02 17,73 18,20 18,91 19,75 20,15 20,12
04 17,71 18,16 18,79 19,43 19,45 18,96
0,6 17,69 18,12 18,67 19,13 18,86 18,10
0,8 17,67 18,09 18,56 18,85 18,35 17,43
1 17,65 18,05 18,45 18,59 17,91 16,90

A% A% A% \% \% A%
0,2 14,67 15,63 17,35 18,86 19,77 19,66
0,4 14,63 15,56 17,11 18,17 18,16 16,75
0,6 14,60 15,49 16,87 17,53 16,80 14,60
0,8 14,57 15,43 16,64 16,93 15,62 12,93
1 14,54 15,36 16,42 16,38 14,60 11,61

t[°C]; n [uPa-s]; v [um*s™]; ¢ [1] relativni vlhkost vzduchu

Vypocet vstupni délky a
Reynoldsova cisla

11:

Soucinitel hydraulicke
vstupni délky pro
potrubi

Rychlostni profil po celé vySetfované délce nemusi byt staly,
zv1asté jedna-li se o vstupni usek do zkoumaného kanélu/potrubi,
ve kterém teprve dochazi ke vzniku mezni vrstvy, viz Obrézek 1.
Vstupni délka kanalu x,, na které dochdzi k vyvoji mezni vrstvy,
je funkci tvaru kandlu a poméru mezi dynamickym tlakem a
smykovym napétim v tekutiné, ktery oznaCujeme jako
Reynoldsovo Cislo Re, viz Vzorce 11.

x,>C,L-Re; Re=VL
C, [m] soucinitel hydraulické vstupni délky (viz niZe); L [m] charakteristicky
rozmér (viz nize); Re [1] Reynoldsovo ¢islo (do vzorce pro x, dosazujeme Re pii

plné vyvinuté mezni vrstvé) — vzorec pro Re je odvozen v Pfiloze 8.

Hodnoty soucinitele hydraulické vstupni délky pro trubku
kruhového prifezu jsou v rozsahu C,=0,025...0,065 — hodnotu
0,065 odvodil francouzsky fyzik a matematik Joseph Boussinesq
(1842-1929), hodnotu 0,025 némecky fyzik Ludwig Schiller
(1882-1961). Ptficemz lze fici, Ze vys§i hodnoty odpovidaji
kratSim a niZ§i delSim x, [Bauer et al., 1950, s. 143]. Soucinitelé
C, pro kandly jinych nez kruhovych prifezii jsou uvedeny
v [Latif, 2006, s. 208] a vybér v Tabulce 12.
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12: C, G,
2035"”"[’?1:, . —h 0,09 =41 0,075

rauticke vsiupni
. Thy kanli P h=21 0,085 It~ 0,011
obdelnikového tvaru C, [m]; & [m] delsi strana obdélniku; ¢ [m] kratsi strana obdélniku.
Vypocet Charakteristicky rozmér ve Vzorcich 11 zohlediiuje rozmér
charakteristického o, w1 . . . « v
rozméru (ekvivalentni prato¢ného kanalu, nebo obtékaného télesa. Je to rozmér, ke
primér) kandlu kterému se provadi pfipadnd méfeni. Charakteristicky rozmér

nekruhovych tvarii uzavienych kanalii je nejcastéji definovan Vzorecem 13 — v
piipadé kruhového priifezu je to pramér, proto se charakteristicky
rozmér nazyva i ekvivalentnim primérem. Existuje ale i fada
atypickych ptipadl, u kterych je pouzita jind definice
charakteristického rozméru. Obecné charakteristickym rozmérem
téles byva rozmér, ktery ma nejvétsi vliv na proudéni (naptiklad
u lopatkovych profilll je to délka tétivy).

13: [= 4-A
o
A [m?] pritoéna plocha; u [m] omoc&eny obvod kanélu (obvod prittoéného priifezu
kanalu, ktery je ve styku s proudici tekutinou).

Laminarni proudéni

Zakladni parametry laminarniho proudéni Ize urcit pomoci Navier-Stokesovy rovnice.
Pricemz specialnimy tvary Navier-Stokesovy rovnice pro pripad nevyznamného vlivu
viskozity je i Eulerova rovmnice hydrodynamiky. Navic Ize pomoci Navier-Stokesovy
rovnice odvodit rovnice pro tlakovou ztratu nebo ztratové teplo pro pripady kanalii
jednoduchych tvarii, napriklad Poiseuilleitv zakon pro tlakovou ztratu v kruhovém
potrubi, vztah mezi stiedni rychlostmi urcené z hmotnostniho toku a kinetické energie
tekutiny apod.

Obecny tvar Navier- Mnozstvi ztratového tepla roste ve sméru proudéni, odtud a

ig:ﬁig o pomoci definice viskozity, lze odvodit rovnici laminarniho
pohybu tekutiny nazyvanou také jako Navier-Stokesovu rovnici,
viz Rovnice 14. Uvedenou rovnici na zaklad¢ kinetiky pohybu
molekul odvodil francouzsky inzenyr Claude-Louis Navier
(1785-1836). Irsky matematik George Gabriel Stokes (1819-
1903) je v ndzvu pfidan na pocest, protoze s rovnici dale
experimentoval a hloubé&ji popsal jeji moznosti, 1 kdyz védci,
ktefi ji rozvinuli bylo vice.
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14:

Vyznam ztratového
tepla v Navier-
Stokesové rovnici

Eulerova rovnice
hydrodynamiky jako
zjednodusena Navier-
Stokesova rovnice pro
proudeéni bez treni

15:

—%VEV:—%VQ—W-TI'L7+§; gvzﬁ’:—grad L,; dL,=(grad L, )-d§

g [ms?] gravitatni zrychleni; grad L [J-kg"-m"] gradient ztritového tepla
(mnozstvi ztratového tepla uvolnéného v 1 kg tekutiny pfi posuvu o 1 m danym
smérem); p [Pa] tlak; s~ [m] jednotkovy smérovy vektor; (V-V)V [J-kg'-m™]
zména (gradient) kinetické energie ve sméru proudéni. Rovnice je odvozena pro
pfipad ustaleného laminarniho proudéni viskoézni tekutiny pii konstantni hustoté
v Piiloze 9, pro obecny pfipad nestacionarniho proudéni s proménnou hustotou je
Navier-Stokesova rovnice odvozena v [Bird et al., 1965], kde je oznaovana jako
rovnice pohybu.

Ztratové teplo L, je pri¢inou rostouci entropie tekutiny.
Zvyseni ztratového tepla mize dochéazet nejen pfi tfeni, ale 1 pfi
vifeni mezi jednotlivymi proudnicemi. U plyni se ¢ast ztratového
tepla, respektive vnitini tepelné energie muze zpét transformovat
na tlakovou, kinetickou nebo potencidlni energii a praci. To je
zplusobeno tim, Ze pii zvySeni teploty se zvEtsi mérny objem
plynu. Pro tuto energii se pouzivd v teorii lopatkovych stroji
pojmu teplo znovu vyuzité [Skorpik, 2024]. Z rovnice ztratového
tepla také plyne, Ze plyn pii velmi malé hustoté, respektive tlaku,
muZe mit velmi vysoké vnitini tieni.

Eulerova rovnice hydrodynamiky (Rovnice 15) je rovnice
odvozena ze silové rovnovahy elementu tekutiny bez uvazovani
vlivu tfecich sil na tento element. Lze ji jednoduSe ziskat z
Rovnice 14 pro piipad, ze leva strana se rovna 0. Z Rovnice 15 je
dobfe patrné, ze skalarni nasobek vektoru rychlosti a divergence
rychlosti (V-V)V je zrychleni tekutiny, které 1ze rozepsat do tvaru
Rovnice 15(vlevo) jako soucet gradientu kinetické energie
rychlosti a vektorovych soucini rychlosti — to znamena, ze
laminarni proudéni neni potencidlni, protoze v pfipade
potencialniho proudéni je zrychleni rovno pouze gradientu
kinetické energie.

e W2y L -

3=(V-V|V=g-4V p V9| V=V| 2 | Ux(Vx V)

Odvozeni Eulerovy rovnice hydrodynamiky pro virové proudéni a souvislosti s
potencialnim proudénim jsou uvedeny v Ptiloze 10.
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Reseni Navier-
Stokesovy rovnice pro
laminarni proudéni v
potrubi se oznacuje
Jjako Poiseuilleiiv zdakon

16:

Rovnice stredni
rychlosti lamindrniho
proudéni

17:

Odvozeni rovnic pro tlakovou ztratu a rychlost tekutiny pii
laminarnim proudéni v kandalech jednoduchych tvarGi neni
pomoci Navier-Stokesovy rovnice obtizné, viz Uloha 4 pro
proudéni mezi dvéma deskami a Rovnice 16 pro potrubi
kruhového prifezu. Rovnice pro laminarni proudéni kruhovym
prifezem poprvé odvodil némecky inZenyr Gotthilf Hagen
(1797-1884) a francouzsky fyzik Jean Poiseuille (1797-1869),
proto se nékdy oznacuji jako Poiseuilletiv zakon. Platnost této
rovnice (mimo velmi kratkych usekl) potvrdil némecky inzenyr
pivodem z Gruzie Johanna Nikuradseho (1894-1979).

Qg _Vin

[ =8 =8—
v=2-(2-r=2Y(P-P
i, ' iieh '

L 7V

L= png P 2

L, [Pa] tlakova ztrata na vySetfované délce potrubi; / [m] delka potrubi; 7, [m]

vnitini polomér potrubi; O [m*:s"'] objemovy tok; » [m] vzdalenost vySetfovaného

poloméru od stfedu (osy) potrubi; ¥ [m-s™] axiéalni slozka rychlosti (ve sméru osy

potrubi). Vztah je odvozeny v Piiloze 11 pro ptipad ustileného proudéni

nestlacitelné tekutiny v kruhového potrubi, pfi vynechani vlivu potencialni energie
z Navier-Stokesovy rovnice.

Odvozeni rovnic pro stfedni rychlost laminarniho proudéni
podle jejich defini¢nich Rovnic 3 je pro jednoduché tvary kanala
snadny, viz Rovnice 16 a Rovnice 17 pro stfedni rychlosti v
potrubi a laminarni proudéni mezi dvéma deskami.

@V=y2e,=27, (07 =Ve,=17,
(a) rovnice stfedni rychlosti proudéni pfi laminarnim proudéni tekutiny mezi
dvéma deskami; (b) rovnice stfedni rychlosti proudéni pfi lamindrnim proudéni
tekutiny trubkou. Rovnice byly odvozeny pro konstantni hustotu tekutiny p=konst.

Odvozeni rovnic je uvedeno v Pfiloze 12.




VNITRNI TRENI TEKUTINY A VYVOJ MEZNI VRSTVY 7.13

Turbulentni proudéni

Mezi proudnicemi lamindrniho proudeni piisobi na elementy tekutiny dvojice sil (viz
Obrazku 5), tato dvojice sil uvadi elementy do rotace. To znamend, Ze mezi
Jjednotlivymi proudnicemi vznika rada drobnych viri, které svou energii mari trenim,
respektive jejich kineticka energie je konstantni, nicméné pri vysSich rychlostech
energie ve virech postupné roste. Nakonec mohou viry ziskat takovou energii, Ze
zacnou narusovat hranice proudnic a dochdzi k vzajemnému promichavani proudu a
sdileni energii. Nastava turbulentni proudeni, které ma obvykle velmi rozdilny
rychlostni profil od rychlostniho profilu lamindrniho proudeéni. Rychlost, pri které
toto nastane se nazyva kritickd rychlost lamindrniho proudeni, kterou Ize vypocitat z
kritického Reynoldsova cisla pro dany pripad. Pri této rychlosti setrvacné sily castic
prevazuji nad treci silou.

Turbulentni Turbulentni rychlostni profil je charakteristicky tim, Ze u ngj
rychlostniho profil v . 4 tak VY , dil . hlosti 44
potrubi nejsou patrne tak vyrazne rozdily mezi rychlostt v jadru a na
okrajich proudu jako u lamindrniho rychlostniho profilu, viz
Obrazek 18. To je dano migraci ¢astic tekutiny a tedy i kinetické
energie v celém pritocném prifezu (viz Obrazek 2). Tvar
rychlostniho profilu turbulentniho proudéni lze stanovit podle
rovnic uvedenych naptiklad v [Bird et al., 1965].
18: '_ _
/ —£=1,015..1,1
r' %

\ v
/ . =-12.119

( . Vv

——
1-rychlostni profil laminarniho proudéni; 2-rychlostni profil turbulentniho
proudéni. ¥ [m's"'] maximalni rychlost v turbulentnim profilu. Data pro poméry
rychlosti [Mastovsky, 1964, s. 78], [Mikula et al., 1974, s. 57].

Vstupni délka Kriticka rychlost proudéni nezarucuje existenci turbulenci v

turbulentniho proudeni . " . . . , « s
celém vySetfovaném objemu tekutiny. Turbulentni proudéni se
vyviji z laminarniho proudéni pii nardstu setrvacnych sil v mezni
vrstvé, viz Obrazek 20. Napiiklad pln¢ vyvinuté turbulentni
proudéni v potrubi se nachédzi az v oblasti potrubi vzdalené od
usti 10 az 60 priméra potrubi [Jicha, 2001, s. 66].
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20:
Vyvoj turbulenci pri
obtékani desky

Zkrdaceni vstupni délky
pomocl turbulizatorii

Hodnoty kritickych
Reynoldsovych cisel v
potrubi

Pravdépodobnost
prekrocent kritického
Reynoldsova cisla

' ' o
- - -
Lol - -
v ETBL E
E a8 .' :j&% ........... >
g S d G e o As
I A e T 3"
- [) \

LBL-lamindrni mezni vrstva (laminar boundary layer); TBL turbulentni mezni
vrstva (turbulent boundary layer). J [m] lokalni tloustka mezni vrstvy; x [m]
vzdalenost od okraje; x_;, [m] zacatek pfechodu z laminarni do turbulentni mezni

vrstvy (vzorec z [Latif, 2006, s. 296]).

Délka useku, na které zacne proudéni turbulizovat také
zalezi na geometrii vstupu, kde se mohou narusovat proudnice
o vstupni hrany a také na drsnosti povrchu. Na tomto principu
funguji tzv. turbulizatory, ktera maji za kol zkratit vstupni délku,
naptiklad pro potieby promichévani proudd, nebo pro potieby
rovnomérného rozlozeni kinetické energie a hybnosti proudu
jako jedno z opatteni ke sniZeni citlivosti na odtrZzeni proudéni od
stén difuzori a pod.

Hodnotu kritické rychlosti, pii které zatne dochazet k tvorbé
turbulenci Ize urcit z kritického Reynoldsova ¢isla Re.. Hodnota
kritick¢ho Reynoldsova ¢isla pro potrubi ziskana experimentalng
je Re=2320. Nicmén¢, ale v nckterych piipadech muize byt i
vyS$8i, proto se rozmezi Re=2320 do Re=5000 az 6000 oznacuje
jako prechodova oblast. To znamena, ze pii téchto hodnotéach je
jista pravdépodobnost jak pro laminarni tak turbuletni proudéni.
Od Re=6000 (tzv. horni kritické Reynoldsovo ¢islo) je proudéni
vzdy turbulentni. Je tifeba zdiraznit, ze v praxi tyto hodnoty
budou nizsi, protoze zde uvedené hodnoty pochédzi z méfeni v
laboratofich na dokonale ulozenych potrubich bez vibraci.

Na Obrazku 19 je nomogram pro vypocet Reynoldsova ¢isla
s vyznaCenim ptechodové oblasti pifi proudéni v potrubi. Z
nomogramu mimo jiné vyplyva, ze laminarni proudéni v béznych
pfipadech nastava jen za velmi vysokych hodnot kinematickych
viskozit a nizkych rychlosti — nejpravdépodobnéji se snim Ize
setkat u vzduchovodi malych primért — jinak jsou Reynoldsova
Cisla vyrazné vétsi nez kritické Reynoldsovo €islo.
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19:

Nomogram pro
odecet
Reynoldsovych cisel

Z.anik turbulenci

V- [m-s']; L [mm]; v [m*s']; Re [1]. a-rozsah kinematickych viskozit vody mezi 0
°C a 100 °C; b-rozsah kinematickych viskozit suchého vzduchu mezi 0 °C a 100
°C. Re. [1] rozsah kritickych Reynoldsovych ¢isel pro potrubi.

Vznik laminarni mezni
vrstvy

Turbulentni proudéni miize zpét piejit do laminarniho,
jestlize klesne Reynoldosvo ¢islo pod kritické Reynoldsovo cislo.
Napiiklad, vlozime-li do turbulentniho proudéni desku, tak na
jejich obou stranach se vytvofi laminarni mezni vrstva, viz
Obrazek 20. Dalsi ptikladem je zména priméri potrubi, jak je
naznaCeno na QObrdzku 21. V tomto piipadé je nasavan
turbulentni proud vloZenou trubkou v jejiz Gsti se vytvari
laminarni mezni vrstva, kterd, jestlize je v tomto kandlu
Reynoldsovo ¢islo dostatecné nizké, se mulze spojit a muize
vytvofit laminarni profil v celém prifezu. Stejny efekt vzniku
laminarni vrstvy Ize sledovat 1 pii proudéni v lopatkovych
kandlech, 1 kdyz na vstupu je turbulentni proud. Vlozky v
proudu, ve kterych ma vzniknout nebo udrzet lamindrni vrstva se
nazyva laminator.
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Priklad prechodu \ v |.,
turbulentniho f . \
proudeni do f
laminarniho L WRPR SRRSO R S

.;;: ) \_H—_“

1-pln¢ vyvinuty turbulentni profil; 2-oblasti vzniku laminarnich meznich vrstev.

Proudéni bez trreni

Modely proudeéni idedlni tekutiny bez treni, zejména analytické, se pouzivaji v prvni
iteraci navrhu proudovych strojii. Na zakladé vysledku téchto modelu Ize zkonstruovat
pocitacovy model formatu CAD, ktery lze dale optimalizovat pomoci numerickych
modeli. Proudeéni bez treni je zalozeno na predpokladu nevirového pohybu. Takovy
predpoklad je zaloZen na pozorovani i na formdch transformace energie v tekutine.
Nevirovy pohyb tekutiny spliuje podminky potencialniho vektorové pole, a proto, pro
popis proudéni bez treni pouzivame matematicky model potencidalniho proudeni, tj.
jeho veliciny jako rychlost i vektor rychlosti, hustota, tlak atd. jsou potencialni
veliciny zavislé pouze na souradnicich, coz je vlastnost, kterou od analytického
popisu ocekavame. Odtud plyne mnoho matematicky unikatnich vlastnosti. Model
potencialniho proudéni je dobre resitelny a pri vhodné vybranych podminkdach dava
vysledky blizké realnému proudéni se tirenim.

Konstrukce proudnic Funkeci, ktera popisuje proudnice se oznacuje jako proudova

5 f;i’cl;;‘;lmh() funkce a vektory rychlosti jsou te¢nami této funkce. Vektory
rychlosti potencidlniho proudéni jsou také gradienty néjaké
potencialni veliCiny u, kterou nazyvame potencialem rychlosti,
viz Obrazek 22. Gradienty v potencidlnim vektorovém poli jsou
kolmé na hladiny potencidlii, takZze proudova funkce musi byt
kolma na funkci popisujici kiivku w=konst. Obé funkce lze
odvodit pomoci matematickych pravidel pro potencidlni
vektorové pole, viz Obrazek 22. Napiiklad pro konstrukci
proudnic staci znat kiivku konstatnich hodnot potencialt
rychlosti a obracenég, viz také aplikace pii odvozeni rychlosti v
potencidlnim viru niZze. K¥ivku u=konst. 1ze ziskat i graficky
pomoci normal obtékanych ploch, protoze okrajové proudnice
kopiruji tyto plochy apod.
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22:

Rovnice
potencialniho
proudent v roviné

Zrychleni tekutiny

Cirkulace rychlosti
indikuje vztlak télesa

23:

Priklady cirkulace
rychlosti
potencidlniho
proudeni

Potencialni vir

u=f,(x,y)

T=f(x,y)

dx \7 =V-u
u=f,(x, y) [m*-s'] potencial rychlosti; y=f,(x, y) proudova funkce. Odvozeni rovnic
pro potencialni proudéni v roving je uvedeno v Priloze 13.

Na =zaklad¢é matematickych vzorch odvozenych pro
potencialni vektorové pole (viz ¢lanek Technickd matematika
[Skorpik, 2023]) lze také dokazat, Ze zrychleni tekutiny pii
potencialnim proudéni je rovno gradientu jeji kinetické energie.

Cirkulce rychlosti potencidlniho proudéni po uzaviené
kiivce musi byt rovna nule. Pokud uvniti kiivky je téleso nebo
singularita, pak je cirkulace nenulova, s tim, ze vysledné ¢islo je
jistd konkrétni informace o téchto objektech uvnitt kiivky. Pokud
se jedna o tcleso uvnitt potencidlniho proudéni (Obrdzek 23a),
respektive kiivky, po které provaddime cirkulaci, pak vysledek
cirkulace je pfimo imérny vztlaku tohoto télesa.

L=p.V.I, r,=¢ vds=0; r,=¢ Vds=0 \,/.:,‘:%a1

(a) cirkulace rychlosti kolem obtékaného t&lesa; (b) potencidlni vir. L [N-m™]

vztlak profilu télesa; p, [kg'm™] hustota pied obtékanym télesem; a, [m*s™]

konstanta; ¥, [m's'] obvodova slozka rychlosti; K, L-kiivky, po kterych je

provedena cirkulace rychlosti. Vice informaci o potencidlnim viru a odvozeni
rovnice pro obvodovou rychlost je uvedeno v Pfiloze 14.

Potencidlni proudéni po kruhovych proudnicich vytvari tzv.
potencialni vir Obrazku 23b — typicky model proudéni bez tfeni
kolem osy v turbinach a dalSich lopatkovych strojich. Vysledek
cirkulace po kruznici-L kolem stfedu potencidlniho viru je roven
soucinu rychlosti a obvodu kruhové drahy, na které se provadi
cirkulace.
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Vyuziti efektu
potencialniho viru ve
virovych trubicich

24:
Schéma virove
trubice

Paradox rychlosti
laminarniho proudéni

Ulohy

Potencialni vir je velmi blizky virim, které v ptirodé
vznikaji ve vodé€ 1 ve vzduchu jako tornado. Pro potencidlni viry
je typickd velmi vysoka rychlost proudéni blizko stiedu viru a
tudiz podle zdkona zachovani energie musi smérem ke stiedu
klesat tlakova a vnitini tepelnd energie a naopak. Tento efekt se
vyuziva v tzv. virovych trubicich (Obrazek 24) k separaci
studeného nebo teplého plynu — pak je tento plyn odebiran podle
toho, zda je pro danou aplikaci potfeba néco ohtivat nebo
ochlazovat. V ptipad€ kapalin se zafizeni vyuZivajici rozlozeni
energie ve viru nazyva virové Cerpadlo, kdy stfedem virové
trubice je Cerpana kapalina.

a-tryska; b-plast’ trubice; c-vnitini kanal; d-$térbina u obvodu trubice pro odvod

horkého stlaceného plynu; C-vytok studeného plynu; H-vytok horkého plynu. 1-

tangencialni vtok plynu do trubice; 2-odbér studeného plynu. Jp/or [Pa-m™]
gradient tlaku.

Na rovnicich laminarniho proudéni lze pozorovat zajimavy
paradox. Jednd se o proudéni, kde nékteré veli€iny jsou
potencialni, naptiklad rychlost tekutiny v potrubi (Vzorec 16)
nebo mezi dvéma deskami (Uloha 4), ale dal3i jiz ne, naptiklad
vektor této rychlosti jiz nevytvaii potencidlni vektorové pole —

neni gradientem potencialni funkce, viz Uloha 5.

Uloha 1:

Vypocitejte charakteristické tloustky mezni vrstvy pro proudéni mezi dvéma

deskami, jestlize by byl rychlostni profil parabolicky. Maximalni rychlost

proudéni, §itku, vysku kanalu a hustotu tekutiny si zvolte. Reseni tlohy je uvedeno
v Ptiloze 1.
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Uloha 2:

Uloha 3:

Uloha 4:

Uloha 5:

t [m] vzdalenost desek; 0 [m] charakteristicka tloustka mezni vrstvy.

§1 zadani: Voo ths p §4 vypocet: M; A™; 67
§2 vypocet: Ay m; Vo §5 vypocet: Vo,A™ 6™
§3 vypocet: A6

Vypocet je proveden v Piiloze 1.

UrCete tvar tenzoru napéti v tekutiné pii laminarnim proudéni mezi dvéma
deskami, jestlize ve vySetfovaném bod¢ je tlak p. ReSeni ulohy je uvedeno
v Piiloze 2.

aVv éVv aVv &V
[_p ¢ 7.\ Te~—", Ty~— T~ s, T~
P Ty Te|l "= 5x ¥ gx " gy 2 gy
T, —P T,
Tn Ty —P| . 8V, _ 8V,
zy - 1 4 -
8z 8z

Urcete viskozitu smési dusiku N, a kysliku O, pfi standardnich podminkéch.

Molarni zlomek dusiku pro tuto smés je 0,785. ReSeni ulohy je uvedeno
v Priloze 3.

§1 zadani: Ony §3 vypocet: O0n

§2 odecet: n, §4 vypocet: n

Vypocet je proveden v Priloze 3.

Stanovte rovnice pro ztratové teplo, tlakovou ztratu a rychlost pro pripad
ustadleného pIné vyvinutého laminarniho proudéni nestlacitelné tekutiny mezi
dvéma deskami. Reseni tilohy je uvedeno v Piiloze 4.

y e Q£ z')

V"_Sh-r"(.A Y,

||\_.J ‘O'??
z =12

‘Q.n

B | | L=12-"3

Urcete gradient rychlosti lamindrniho proudéni v potrubi a odvodtte rovnici pro

ptirtstek rychlosti. Proved’te cirkulaci vektoru rychlosti laminarniho proudéni po

uzaviené kiivce a rozhodnéte, jestli ma vektor rychlosti potencial. Reseni ulohy je
uvedeno v Piiloze 5.
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r,l|

1

| - \/ l‘

| L

"l_"_ _p-’—’—b‘h"B"—

ll Ilqu ™ = - nl

| ) L
§1 odvozeni: grad V' §3 odvozeni: I
§2 odvozeni: dV §4 rozhodnuti: potencialni, nebo nepotencialni
proudéni?

Vypocet je proveden v Piiloze 5.
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